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本 教材 为 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 (算法 设计 与 分 析 ( 第 2 版 )》( 主 教材 ) 的 辅助 教材 . 
主教 材 的 主要 内 容 包 括 基 础 知识 ,分 治 策略 、 动 态 规划 、 贪 心 法 、 回 溯 与 分 支 限界 、 线 性 规划 、 网 络 流 算法 、 
算法 分 析 与 问题 的 计算 复杂 度 、NP 完全 性、 近似 算法 、 随 机 算法 、 处 理 难 解 问题 的 策略 等 . 本 书 对 主教 材 
所 阐述 的 算法 设计 技术 和 分 析 方 法 进行 了 总 结 , 并 对 其 中 200 多 道 习 题 给 出 了 详尽 的 解答 和 分 析 . 
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本 书 是 (算法 设计 与 分 析 ( 第 2 版 )》 的 辅助 教材 . 作为 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规 
划 教 材 ,( 算 法 设计 与 分 析 ( 第 1 版 )》 出 版 已 经 近 5 年 了 . 在 这 5 年 的 时 间 里 ,大 数据 、 云 计 
算 .互联 网 十 等 新 领域 .新 间 题 .新 应 用 层出不穷 ,许多 问题 求解 都 离 不 开 问 题 的 建 模 和 算法 
的 设计 与 分 析 . 这 次 关于 主教 材 的 修订 保持 了 原 书 的 基本 结构 .主要 内 容 与 写作 特色 . 考虑 
到 线性 规划 与 网 络 流 问 题 在 实践 中 的 广泛 应 用 ,增加 了 这 两 章 内 容 ,并 在 第 9 章 增 添 了 整数 
线性 规划 的 NP 完全 性 证 明 . 此 外 ,补充 了 部 分 习题 ,并 对 第 1 版 书 中 的 某 些 朴 漏 之 处 进行 
了 更 新 . 

与 主教 材 配套 ,本 书 也 进行 了 同步 更 新 ,增加 了 第 6 章 线性 规划 ,第 7 章 网 络 流 算法 ,并 
对 补充 习题 给 出 了 解答 . 

本 书 第 1 一 4 章 由 届 婉 玲 编写 ,第 5、8 章 由 王 捍 贫 编写 ,第 6 一 7.9 一 10 童 由 张 立 昂 编 
写 , 第 11 一 12 章 由 刘 田 编写 . 

欢迎 广大 读者 批评 指正 ! 


众 浅 
2015 年 11 月 于 北京 大 学 
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作为 问题 求解 和 程序 设计 的 重要 基础 ,算法 设计 与 分 析 在 计算 机 科学 与 技术 专业 的 课 
程 体系 中 是 一 门 重要 的 必修 课 . 通过 该 课程 的 学 习 , 不 但 为 学 习 其 他 专业 课程 莫 定 了 扎实 
的 基础 ,而 且 对 培养 学 生 分 析 与 解决 问题 的 能 力 及 计算 思维 有 着 不 可 替代 的 作用 . ACM 
JEEE Computing Curricula 2004 与 我 国教 育 部 计算 机 科学 与 技术 专业 教学 指导 委员 会 提 
出 的 《计算 机 科学 与 技术 专业 规范 2005》 都 把 该 课程 列 人 本 专业 的 核心 课程 之 一 . 

本 书 是 国家 高 等 教育 "十 一 五 规划 教材 (算法 设计 与 分 析 光 清华 大 学 出 版 社 出 版 , 届 婉 
玲 等 编著 ) 的 辅助 教材 ， 主 教材 包括 算法 设计 、 算 法 分 析 、 计 算 复杂 性 理论 等 重要 内 容 ， 结 
合 各 种 典型 应 用 ,主教 材 首先 深入 分 析 了 各 种 算法 设计 技术 的 适用 范围 .设计 步骤 、 正 确 性 
证 明 与 复杂 度 的 分 析 方 法 ` 改 进 算法 的 途径 、 局 限 性 等 ,为 从 事实 际 问题 求解 的 算法 设计 与 
分 析 工 作 在 理论 上 提供 清晰 的 、 整 体 的 思路 和 方法 ,并 在 此 基础 上 介绍 了 问题 难度 的 分 析 方 
法 和 计算 复杂 性 理论 的 基本 框架 和 一 些 重要 的 结果 . 

算法 具有 广泛 的 应 用 背景 ,习题 量 大 ,方法 灵活 . 针对 给 定 算法 问题 ,在 建 模 .设计 技术 
选择 ,效率 分 析 \ 改 进 途 径 等 方面 ,初学 者 往往 不 知道 如 何 着 手 . 本 书 在 多 年 算法 教学 的 基 
础 上 精 选 了 100 多 道 典型 的 习题 ,给 出 了 详尽 的 解答 和 分 析 , 以 期 对 初学 者 有 所 帮助 . 

与 主教 材 配套 ,本 书 也 分 为 10 章 . 第 1 章 是 基础 知识 ;第 2 一 5 章 分 别 阐述 分 治 策略 、 
动态 规划 、 贪 心 法 、 回 溯 与 分 支 限 界 等 算法 设计 技术 ;第 6 章 介 绍 算法 分 析 和 问题 的 计算 复 
杂 度 ;第 7 章 是 NP 完全 性 理论 ;第 8 章 是 近似 算法 ;第 9 章 是 随机 算法 ;第 10 章 介绍 处 理 
难 解 问题 的 策略 . 每 章 首先 对 所 涉及 的 重要 知识 点 和 方法 进行 总 结 , 然 后 给 出 习题 和 解答 . 

本 书 前 4 章 由 屈 婉 玲 编写 , 第 5 一 6 章 由 王 捍 贫 编写 ,第 7 一 8 章 由 张 立 昂 编写 ,第 9 一 
10 章 由 刘 田 编写 . 

为 了 提高 本 书 的 质量 ,欢迎 广大 读者 的 批评 和 指正 ! 


作 者 
2014 年 3 月 于 北京 大 学 
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基础 知识 


1. 基本 概念 

算法 有 限 条 指令 的 序列 ,确定 了 解决 某 个 问题 的 运算 或 操作 顺序 . 

算法 4 解 问 题 P 把 问题 P 的 任何 实例 作为 算法 A 的 输入 ,A 能 够 在 有 限 步 停 机 ,并 
输出 该 实例 的 正确 的 解 . 

算法 的 时 间 复 杂 度 

最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 : 算法 求解 输入 规模 为 n 的 实例 所 需 的 最 多 基本 运算 次 数 ， 
通常 记 作 W(n). 

平均 情况 下 的 时 间 复 杂 度 : 针对 输入 规模 为 n 的 实例 的 概率 分 布 ,算法 求解 这 些 
所 需 的 基本 运算 次 数 的 概率 平均 ,通常 记 作 AG). 

函数 的 渐 近 的 界 设 f 和 g 是 定义 域 为 自然 数 集 N 上 的 函数 . 

(1) 若 存 在 正 数 c 和 no ,使 得 对 一 切 n 宇 no, 有 0 三 fm) 志 cg (nm) 成 立 , 则 称 f(n) 的 渐 近 
的 上 界 是 gn), 记 作 f(n) 二 O(g(m)). 

(2) 车 存在 正 数 c 和 no ,使 得 对 一 切 mn 三 mo ,有 0 三 cg (nm) 三 f (nw) 成 立 , 则 称 f(n) 的 渐 近 
的 下 界 是 g (7), 记 作 f(7)==Q(g(n)). 

(3) 若 对 于 任意 正 数 c 都 存在 no ,使 得 当 n 三 mn。 时 有 0 三 f(n) 达 cg (nn) 成立 , 则 记 作 
f0)=o0(g(n)). 

(4) 若 对 于 任意 正 数 c 都 存在 z ,使 得 当 n 宇 mn。 时 有 0 三 cg (nn) 三 f(n) 成 立 , 则 记 作 
f0)=w(g(n)). 

(5) 车 f(m)= 二 OCg(n) 且 ff(7)= 二 QC(g(n)), 则 记 作 (1) 二 8(g(n)). 

2. 某 些 重要 的 结果 

定理 1.1 设 f 和 g 是 定义 域 为 自然 数 集合 的 函数 . 


(GD 如 果 lim 人 3 存在 ,并 且 等 于 某 个 常数 c>0, 那 么 f(n)=@(g(m)). 


(2) 如 果 本 ) 一 0， 那么 Foz) 一 o(Cg(Cz)). 


(3) 如 果 ma 那么 Foz) 一 oCg(Cz)). 


定理 1.2 2 是 定义 域 为 自然 数 集合 的 函数 : 
(1) 如 果 f= 二 O(g) 上 且 g 二 O00(h) .那么 f=O(h). 
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(2) 如 果 2Cg) 且 g 二 0Q2(h) ,那么 f==Q(h). 

(3) 如 果 三 9g(Ce) 且 g==6(h) ,那么 f=8(h). 

定理 1.3 假设 上 和 8g 是 定义 域 为 自然 数 集合 的 函数 , 若 对 某 个 其 他 的 函数 ,有 太一 
OC 和 gg 二 O01) ,那么 fg 二 OC(h). 

关于 几 类 函数 的 阶 的 结果 

多 项 式 函 数 ; Fo) 三 ao 十 az 十 ci2 十 … 十 as, 有 f(n)= 二 8(m). 

对 数 函 数 : 对 每 个 0 盖 1 和 每 个 二 0, 有 logsn 二 oCm); 对 于 不 同 的 a 与 5, a,b 户 1， 
log =O(logsn). 

指数 函数 : 对 每 个 ~ 全 1 和 每 个 4d 二 0,m" 满足 n ==o(r"). 


阶乘 函数 : 斯 特 灵 (Stirling) 公 式 1 二 vaa(2) (+e(#))}. 
求 和 方法 ”利用 公式 或 者 以 积分 作为 近似 结果 ,其 中 常用 的 公式 是 : 


> ad _ ml) 
k=0 Lg 
Lt 

kt 一 
之 Ll—s 


a 


D) 主 = Im 上 +OG) 
k=1 
递 推 方程 求解 方法 ”公式 法 .迭代 归纳 法 .尝试 法 .递归 树 . 主 定理 . 
主 定理 (Master Theorem) 设 w 三 1,0 二 1 为 常数 ,f(n) 为 函数 ,T(0) 为 非 负 整数 , 且 
T(n) = aT(n/b) + fn) 
则 有 以 下 结果 : 
(1) 若 FoD) 王 OOaow ,ee 二 0 那么 T(n) 二 @(ne% ). 
(2) 车 f(n)= 二 Bn ) ,那么 T(O2) 一 BCaow" 1ogn). 
(3) 若 FiD) 一 OOaowe+ ),e 二 0, 且 对 于 某 个 常数 c 二 1 和 所 有 充分 大 的 n, 有 af(n/b) 二 
cf(n) ,那么 T(n)= 二 8(f(n)). 
3. 算法 
顺序 搜索 算法 ”Search(L,z), 在 L 中 查找 zx. 基本 运算 为 xz 与 L 中 元 素 的 比较 ,算法 
最 坏 情 况 下 的 时 间 为 Wx) 三 O(n). 
插入 排序 算法 ”InserSort(A,n), 对 个 元 素 的 数组 A 排序 ,基本 运算 为 A 中 元 素 的 
比较 ,算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 为 W(n) 二 O(n?). 
二 分 归并 排序 算法 MergeSort(A,p,r) 对 数组 ALp..r] 排 序 , 基 本 运算 为 A 中 元 素 的 
比较 ,最 坏 情况 下 的 时 间 为 W(n) 二 O(nlogn). 
Hanoi 塔 的 递归 算法 Hanoi(A,C,n) ,把 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 ,基本 运算 为 1 个 
圆 盘 的 1 次 移动 ,时 间 复 杂 度 为 2 一 1. 


司 础 知识 


il 省 司 题 


1.1 设 A 是 ?个 不 等 的 数 的 数组 ,zx 之 2. 以 比较 作为 基本 运算 , 试 给 出 一 个 O(1) 时 间 
的 算法 , 找 出 A 中 一 个 既 不 是 最 大 也 不 是 最 小 的 数 . 写 出 算法 的 伪 码 ,说 明 该 算法 在 最 坏 情 
况 下 执行 的 比较 次 数 . 

1.2 考虑 下 述 选择 排序 算法 : 

算法 ModSelectSort 

输入 : n 个 不 等 的 整数 的 数组 A[1..n] 

输出 : 按 递增 次 序 排序 的 A 

1l. fori<l1 to 2 一 1 do 

2 for ji+l1 ton do 

EE if A[;]=<A[i] then A[i]=ALj] 

问 ， 

51) 最 坏 情况 下 该 算法 做 多 少 次 比较 运算 ? 

(2) 最 坏 情 况 下 该 算法 做 多 少 次 交换 运算 ? 这 种 情况 在 什么 输入 条 件 下 发 生 ? 

1.3 给 定 正 整数 的 数组 A[1.. 站 ,测试 A 的 每 个 元 素 A[ 癌 的 奇偶 性 . 如 果 A[ 门 是 奇 
数 , 则 将 它 2 售后 输出 ;否则 直接 输出 A[D. 

(1) 以 乘法 作为 基本 运算 ,使 用 大 O 记号 ,还 是 使 用 大 9 记号 ,哪个 记号 能 够 正确 表达 
这 个 算法 对 于 规模 为 的 输入 所 做 的 基本 运算 次 数 ? 为 什么 ? 

(2) 如 果 以 元 素 的 测试 作为 基本 运算 ,重复 问题 (1). 

1.4 计算 下 述 算 法 所 执行 的 加 法 次 数 . 

算法 1 

输入 : n= 二 2',1 为 正 整 数 

输出 : 

1l. k<0 
2. while "之 1 do 
纪 for j<1 ton do 
4 bakt1 
§ n<n/2 
6. returnk 
1.5 计数 算法 C 所 执行 的 加 法 次 数 . 
算法 C 
输入 : n 为 正 整 数 
输出 : & 
A< 0 
for i<-1 ton do 

m<—n/i 

for j<1 tom do 

ek 


cn 性 
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6. returnk 

1.6 阅读 关于 下 述 算法 A 的 伪 码 ,说 明 该 算法 求解 的 是 什么 问题 ,并 计算 该 算法 所 做 
的 乘法 运算 (* ) 和 加 法 运算 次 数 . 

算法 A 

输入 : 数组 P[0.. 站 ,实数 

输出 : » 

1. y<P[0]; power<-l1 

2. fori<-l tondo 

power<— powerxzr 

4 yyt+ PLi]x*power 

5. retumy 

1.7 下 述 Find-Second-Min 算法 是 找 第 二 小 算法 . 输入 是 个 不 等 的 数 构成 的 数组 
S ,输出 是 第 二 小 的 数 SecondMin. 

(1) 在 最 坏 情况 下 ,该 算法 做 多 少 次 比较 ? 

(2) 若 所 有 输入 是 等 概率 分 布 的 ,平均 情况 下 该 算法 做 多 少 次 比较 ? 

算法 Find-Second-Min(S,n) 
i SLLN<<SE2] 
then min<—S[1]; SecondMin<—S[2] 
else min<—S[2]; SecondMin<—S[1] 
for i<3 ton do 

if S[i]<SecondMin 

then if SLC 站 一 zz 

then SecondMin<—min; min<—SLi] 

& else SecondMin<—SLi] 

1.8 已 知 L 是 含有 n 个 元 素 并 且 排 好 序 的 数组 ,z 在 L 中 . 如 果 zz 出 现在 L 中 第 i 个 
(i 二 2,3,…,n) 位 置 的 概率 是 在 前 一 个 位 置 概率 的 一 半 , 当 充分 大 时 ,估计 下 述 查 找 算法 
平均 情况 下 的 时 间 复 杂 度 A(n). 只 需 给 出 近似 值 . 


~ on 辐 小 oo 性 


算法 : 顺序 查找 

Ll el 

2. while j<n and x>L[Lj] do 
:| 

4. fz<L[] orj>n 

5. thenj<0 


1.9 设 A 为 n 个 不 等 的 数 的 数组 . 给 定 z, 若 工 在 A 中 ,输出 z 的 下 标 &; 若 zx 不 在 
A 中 ,输出 0. BinarySearch 和 LinearSearch 分 别 表 示 二 分 和 顺序 搜索 ,设计 下 述 算法 : 

算法 Search(A,z) 

1. 让 nn 为 奇数 then A<BinarySearch(A ,z) 

2. else A< LinearSearch(A.z) 
以 比较 作 基 本 运算 ,用 大 O 记号 表示 算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复杂 度 W(n); 能 否 使 用 大 
日 记号 表示 W(n)? 为 什么 ? 


1.10 考虑 下 述 素 数 测试 算法 : 
算法 PrimalityTest(n) 

输入 : n,n 为 大 于 2 的 奇 整数 
输出 : true 或 者 false 

1. sn 

2. for j<2tos 

lL 让 7 整除 n 

4. then return false 
5 


return true 
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(1) 假设 计算 /n 可 以 在 O(1) 时 间 完 成 ,估计 该 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 


(2) 能 否 使 用 日 符号 表示 这 个 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 ?为 什么 ? 


1.11 证 明定 理 1.3: 假设 上 和 sg 是 定义 域 为 自然 数 集合 的 函数 , 若 对 某 个 其 他 函数 有 


有 f= 二 O( 有 ) 和 g 二 O(h) 成 立 , 那 么 f 十 g 二 OC). 


1.12 证 明定 理 1.4:; 对 每 个 0 二 1 和 每 个 二 0, 有 logsn 二 oCn). 
1.13 证 明定 理 1.5: 对 每 个 ->1 和 每 个 4d 这 0, 有 n=o(m"). 
1.14 设 工 为 实数 ,nva 和 2 为 整数 ,证 明 下 述 性 质 : 

(1) xz—1<zx<zx<zr<z++1 

(2) z+n=z+n, zi+n=z+n 


[ah 
le 


Wa ol 0 | Lop 


ab 


1.15 考虑 下 面 每 对 函数 f(n) 和 g(n) ,如果 它 们 的 阶 相等 , 则 使 用 8 记号 
O 记号 表示 它们 的 关系 . 


(1) Fa) 王 (2 一 2)/2，g(C2) 一 6m 
(2) fn)=nt+2 Yn, gn)=¥ 


(3) f(n)=n+tnlogn, g(n)=nyn 
(4) f(n)=2log:n, g(n)=logn+t1 
(5) fm)=log(n!), g(n)=nt” 
1.16 在 表 1.1 中 填 入 true 或 false. 


表 1.1 函数 了 与 8 


;否则 使 用 


fm) g(n) f=O0(g() | f=Q(gm) | fn)=O(g(m)) 
1 2 二 3n 100m 十 2n 十 100 
2 50z 十 logz 10z 十 loglogn 
3 50nlogn l0nloglogn 
4 logn log:n 
5 nl Ea 
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1.17 对 于 下 面 每 个 函数 f(n), 用 @ 符号 表示 成 f(xw) 二 8(g(n)) 的 形式 ,其 中 g(x) 要 
尽 可 能 简洁 . 比如 Foz) 三 妇 十 22 十 3 可 以 写成 f(n) 二 B(x ). 然后 ,按照 阶 递增 的 顺序 将 这 
些 函 数 进 行 排列 . 

(一 2)1， 5log(z 十 100)28， 2”, 0.001x 十 37 十 1 
(nn)?, n+logn, 3"， log(n!), log(n"), 1 十 去 十 … 十 十 


1.18 对 以 下 函数 ,按照 它们 的 阶 从 高 到 低 排列 ;如 果 f(x) 与 g(n) 的 阶 相等 ,表示 为 
fm=0(g(n)). 


2V2bm nlogns > 区， ns Coogee Zs Ze 


n3, log(n!), logn, loglogn, ne”", nl, n, logl10" 
1.19 求解 以 下 递 推 方程 : 
T()=T—1) + 
1 
T(1)=1 
T(n)=9T(n/3)+n 
© { 


T(1)=1 

TCD=T( 合 )+T( 公 jte, c 为 常数 
T(1)=1 

T(n)=T(n—1)+log3" 


Ng 
(5 es 5T(n/2)+ (nlogn)? 


(3) 


(4) 


T(1)=1 
TQ00=27 (至 +n?:logn 
T(1)=1 


Ta 一 1 上 上 
(7) n 


5 入 三 

(8) TCD) 王 TG2 一 1) 十 logmz 估 计 TOz) 的 阶 

1.20 设 递 推 方程 T(n) 二 7T(n/2) 十 下 给 出 了 算法 A 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复杂 度 函 
数 , 算 法 B 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 函数 WW(n) 满足 递 推 方程 W(n) 二 aWOn/4) 十 . 试 
确定 最 大 的 正 整 数 a 使 得 W(n) 的 阶 低 于 T(x) 的 阶 . 

1.21 设 原 问 题 的 规模 是 ,从 下 述 3 个 算法 中 选择 一 个 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 最 低 
的 算法 ,简要 说 明 你 的 理由 . 

算法 A: 将 原 问题 划分 规模 减 半 的 5 个 子 问题 ,递归 求解 每 个 子 问题 ,然后 在 线性 时 间 
将 子 问题 的 解 合 并 得 到 原 问 题 的 解 . 

算法 B: 先 递 归 求 解 2 个 规模 为 n 一 1 的 子 问题 ,然后 在 常量 时 间 内 将 子 问题 的 解 合 并 . 

算法 C: 将 原 问题 划分 规模 为 n/3 的 9 个 子 问题 ,递归 求解 每 个 子 问题 ,然后 在 O(ni) 
时 间 将 子 问题 的 解 合并 得 到 原 问 题 的 解 . 
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第 
1.3 “习题 解答 与 分 析 四 
1.1 算法 
输入 : 数组 A 


输出 : A 中 既 不 是 最 大 也 不 是 最 小 的 一 个 数 
任 选 3 个 数 ai ,az ,as 
if a <as 
then if ai >as 
then return ai 
else return min{az ,a3} 


else if as 二 as then return wz 


~ 中 辐 让 io 王 


else return min{al ,as } 
算法 至 多 比较 3 次 . 
1.2 (1) 最 坏 情况 下 的 比较 次 数 是 : 


rl 
WO = 2 oi) =1+2+…+n—1l1=n(n—1)/2 


(2) 当 输 入 的 个 数 彼此 不 等 且 按 递 降 次 序 排列 时 ,比较 次 数 是 n(n 一 1)/2. 每 次 比较 
后 都 发 生 交换 ,因此 最 坏 情况 下 的 交换 次 数 也 是 n(n 一 1)/2. 

1.3 (1) 对 于 任意 大 的 n, 若 nn 个 数 都 是 奇数 , 则 算法 做 次 乘法 ; 若 n 个 数 都 是 偶数 ， 
则 算法 做 0 次 乘法 . 因此 乘法 次 数 可 以 表示 为 0(n) ,但 是 不 能 表示 成 9(n). 

(2) 对 于 A 中 的 每 个 数 , 不 管 是 奇数 还 是 偶数 ,算法 都 做 1 次 测试 ,测试 次 数 可 以 表示 
为 O(7) ,也 可 以 表示 为 6(). 

1.4 第 一 次 for 循环 执行 次 加 法 ,第 2 次 for 循环 执行 n/2 次 加 法 …… 直到 最 后 执 
行 1 次 加 法 ,加 法 总 次 数 为 


T(n) Wt 中 训 呈 


1.5 该 算法 的 for 循环 执行 n 次 ,总 计 加 法 次 数 为 
W(n) = 二 nn 十 n/2 十 n/3 十 … 十 n/n 


直下 


2 < < 
于 十 
W(n) = O(nlogn) 

1.6 给 定 实数 xz, 算法 A 是 对 多 项 式 P(z) 二 po 十 Piz 十 … 十 pz" 求 值 ,其 中 户 一 
P[ 让 ,i 二 0,1,…,n. 算法 A 执行 2n 次 乘法 ,n 次 加 法 . 

1.7 (1) 行 4 的 for 循环 执行 n 一 2 次 ,每 次 至 多 做 2 次 比较 ( 行 5 和 行 6). 行 1 做 1 
次 比较 ,算法 比较 次 数 至 多 为 

W(n) = 2(x—2)+1=2x—3 
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(2) 对 于 i 在 SL1.. 缮 的 数 之 间 ,如果 S[ 站 是 最 小 的 2 个 数 , 则 需要 比较 2 次 ;如 果 是 较 
大 的 ;一 2 个 数 , 则 需要 比较 1 次 . 由 于 等 概率 ,处 于 较 小 的 2 个 数 的 概率 是 2/i, 处 于 较 大 的 
i 一 2 个 数 的 概率 是 (i 一 2)/i, 因 此 有 


400= 1+ 了 (2 二 +1 二 2 
i=3 


一 19》 . 

i=3 1 
R12(inn 一 /0 
二 n 一 4 十 2lnn 


1.8 设 工 恰 好 在 第 一 位 的 概率 为 p ,在 第 二 位 的 概率 为 p/2…… 那 么 z+ 恰好 在 第 i 位 
的 概率 为 上 /2 ,于 是 


本 p Wh = | 

pp 十 各 十 下 十 “十 各 一 1>3p 一 于 一 余 沪 
平均 比较 次 数 是 

A(n) = "1 十 甸 "2 二 入"3 二 十 3 


p(1+3 十 芝 十 + 起]~ $4=2 

1.9 是 奇数 时 使 用 二 分 搜索 ,时 间 复 杂 度 为 O(logn) ;n 是 偶数 时 使 用 顺序 搜索 ,时 
间 复 杂 度 为 O(n). 因此 以 比较 作 基 本 运算 有 W(n) 二 O(n). 不 能 写 W(n) 二 8(n), 因 为 
n 为 奇数 时 ,log 不 能 写成 Qn). 

1.10 (1) 以 行 3 的 除法 作为 基本 运算 , 行 2 的 循环 最 多 执行 ;一 1 次 ,于 是 

WO = 0(s) = OW 

(2) 不 能 使 用 @ 符号 表示 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 ,因为 对 于 大 素数 ”算法 确实 
需要 做 Vn 次 除法 . 但 是 如 果 一 3A, 为 任意 大 的 奇 整数 ,那么 算法 只 需 2 次 除法 ;因此 不 存 
在 常数 c 和 ,使 得 当 n 三 no 时 都 有 cA 二 W(n) 成 立 , 即 Vn 不 是 W(n) 的 渐 近 的 下 界 . 

1.11 证 根据 f=O(h) 和 gg 二 0(h), 存 在 c 记 0 和 正 整 数 n 使 得 当 n 三 mn 时 ,有 
f(D) 三 ah(m). 同 理 , 存 在 c 记 0 和 正 整数 ,使 得 当 ;7 时 ,有 f(D) 二 czhO0). 取 c 一 max{(2c ， 
2c ) ,mm 二 max{m ,ns), 那 么 当 n 三 mn, 时 .有 

f+ gn) 和 ci) 十 cs) < hn) 

其 中 c 为 常数 ,因此 fg 二 O01). 

1.12 证 因为 


je logsn i nlnb 1 二 出 


m 
sr ee 二 阳 n+eo alnp 7 
根据 定理 1. 1 命题 得 证 . 
1.13 证 若 d 委 1, 显 然 有 
dn”! a 
im 
w+eo 7” to rlnr lnrete r” 


若 d>1, 根 据 洛 必 达 法 则 ,上 式 中 冯 将 通过 逐次 求 导 降低 为 na"! ,n”,…, 直 到 ze ,其 中 


d 
lim * lim 0 
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do 二 1. 而 分 母 的 指数 函数 不 变 . 根据 前 面 的 结果 ,上 式 极限 为 0. 由 定理 1. 1 命题 得 证 . 
1.14 证 (1) 如 果 z 是 整数 ,根据 定义 z==x=n, 从 而 有 
天 一 十 有 天 三 刻 全 这 过 元 十 1 
如 果 nn 二 x 过 n 十 1,n 为 整数 ,那么 zx 王 zz 一 2 十 1, 从 而 有 
关 一 业 过 祖 一 下 证 过 三 过 杭 十 二 一 赤 
他 一 1 十 1 


综合 上 述 命题 得 证 . 
(2) 易 见 , 当 z 为 整数 时 命题 显然 正确 ,假设 汉 二 z+ 二 m 十 1, 其 中 x 是 整数 ,那么 

忆 十 流 芝 生生 三 吃 8 十 1 十 好 
根据 定义 有 


工 十 于 一 7 十 刀 一 工 后 “全 
TXT 二 n= 二 m 十 ll 二 n= 二 zz 十 n 
(3) 车 n 二 2k,k 为 整数 ,那么 
n 六 | = Wi 
| 毕 |+[ 双 | ki+k=2k=n 
若 n 二 2k 十 1,k 为 整数 ,那么 
n n PE ea 要 一 
| 且 | 过 |= w+D+A= 台 +1=) 
(4) 易 见 , 当 n=pab 时 (其 中 jp 是 整数 ), 命 题 成 立 . 假设 n=pab 十 r, 其 中 0 二 r<ab. 那么 


| es ell | 


6 6 2 Bb | | = 
上 式 的 最 后 一 步 是 由 于 0 二 r 二 ab, 即 0 二 r/a 二 5b . 同 理 也 可 以 得 到 
[区 | | 和 六 "| | 2 悦 中 加 多 二 

类 似 地 可 以 证 明 命题 的 另 一 半 . 

1.15 (1) g(n)=O(f(n)) 

(2) f(n)=O(g(n)) 

(3) f(n)=0O(g(n)) 

(4) g(n)=O0(f0)) 

(5) f(n)=O(g(n)) 

1.16 

函数 fm g(n) f=O0(g(m) | f(W)=N(g(m) | fn)=O(g(n)) 

1 2n 十 37 100z22 十 22 十 100 false true false 

2 50z 十 logm 10z 十 loglogm true true true 

3 50nlogn 1l10nloglogn false true false 

4 logn log°n true false false 

5 nl 至 false true false 
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和 


5log(z 十 100)8 = O(logn), 1 十 去 十 本 + 十 = O(logn), (lnn): = O(log’n), 


Mit+logn = ON), log(n™) = Onlogn), log(n!) = O(nlogn), 
0;001z 十 3 十 1 二 6(7:)， 3 二 86(3)， 22 =8(4), (xn—2)!= 8((x—2)1) 
1.18 

nls 2”, n2"; (logn)*™ 一 meom ns, nlogn= O(log(n!)), 


n= O(logl0"), 2, 2Yze ， logn 一 e(> | log logn 
k=l 
1.19 (1) 迭代 法 . 


0 一 下 直 柬 二 卡 站 三 天 2 二 区 
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(2) 使 用 主 定理 ,a==9,6==3,f(n) = 二 n, 因 此 
T(n) = O(n ) = O(n’) 
(3) 使 用 递归 树 ， 


2 2 
T(n) = cn+ 于 + (全) mt [+3 +( 羡 ) +t]en = Om) 


4 4 
(4) 迭代 归纳 . 
T(n) =nlog3 十 (n 一 1)log3 十 … 十 2log3 十 T(1) 
二 log3[n 十 (xn 一 1) 十 … 十 2] 十 1 = @(n:) 
(5) 使 用 主 定理 ， 


= = oa On TO C—O 
(6) 使 用 主 定理 .4 二 2,6= 二 2,f(n) 二 rn?logn, 取 c= 二 3/4, 则 


全 2 庆 水 n 7 妈 2 
af (过 a 加) log [和] 2 logn 1》 委 2logn < on logn = cf (n) 


于 是 T(n)==O(n’logn). 


(7) 迭代 法 . 
Dn = 
n 放 ”元 一 泌 2 
1 1 
=1 和 二 二 = 多 ogid 
去 n 

(8) 迭代 法 . 

T(n) =logn 十 log(n 一 1) 十 … 十 log2 十 T(1) 


=log(n!) + T(1) = O(nlogn) 
1.20 根据 主 定理 有 
T(n) = 9Cze7)， W(n) = On’) 
车 使 logsa 二 logs7, 必 有 


Bt og, 70mg or = 
logs4 


即 4 二 49, 于 是 最 大 的 < 一 48. 
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1.21 应 该 选 算法 A. 3 个 算法 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 的 递 推 方程 及 解 分 别 为 : : 
算法 A: TA() 王 5TA(Cz2) 十 O(0zD) ， TAGCOD) 一 BCzom) 章 


算法 B; Ts(n)= 二 2Ts(n 一 1) 十 0(1)， Ts(n) 一 8@(2") 
算法 C: Tce(n)==9Te(n/3) 十 O23)， Tce(n)=@(n) 
时 间 复 杂 度 最 低 的 是 算法 A. 


浊 
iD 
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1. 基本 概念 

分 治 策 略 (divided and conquer) 是 一 种 算法 设计 技术 ,其 主要 思想 是 : 将 原 问 题 划 分 
(或 归 约 ) 为 彼此 独立 的 、 规 模 较 小 而 结构 相同 的 子 问题 ,递归 地 求解 所 有 的 子 问题 并 将 子 问 
题 的 解 组 合 从 而 得 到 原 问 题 的 解 . 

分 治 算法 的 设计 步骤 

(1) 分 解 : 将 原 问 题 划分 或 归 约 为 若干 个 子 问 题 , 子 问题 必须 与 原 问 题 具 有 相同 的 结 
构 ,每 个 子 问题 可 独立 求解 . 对 输入 划分 时 注意 保持 子 问 题 规模 的 均衡 . 

(2) 递归 求解 : 按 次 序 递 归 求 解 每 个 子 问题 ,注意 给 出 递归 求解 的 终止 条 件 , 即 当 子 问 
题 规模 足够 小 时 直接 求解 的 方法 . 

(3) 组 合 : 把 上 述 子 问题 的 解 组 合 ,从 而 得 到 原 问 题 的 解 . 

分 治 算法 的 分 析 方 法 

列 出 关于 时 间 复 杂 度 函数 (最 坏 或 平均 情况 下 ) 的 递 推 方程 和 初 值 ,求解 递 推 方程 . 

提高 分 治 算法 效率 的 途径 

利用 子 问题 之 间 的 依赖 关系 减少 子 问题 数目 . 

利用 预 处 理 过 程 减少 递归 内 部 的 运算 量 . 

2. 与 分 治 算法 有 关 的 递 推 方程 及 求解 

(1) 原 问 题 经 归 约 后 , 子 问题 规模 减少 某 个 常数 ,时 间 复 杂 度 的 递 推 方程 形式 如 下 : 


kk 
TO) = DaiT(n—i) + fn) 
一 1 


其 中 on) 为 分 解 子 问题 和 组 合子 问题 的 解 所 做 的 工作 量 . 该 方程 可 采用 迭代 法 求解 . 
(2) 原 问 题 经 均衡 划分 后 .产生 a 个 子 问 题 , 子 问题 规模 为 原 问题 的 1/2, 时 间 复 杂 度 函 
数 的 递 推 方程 形式 如 下 : 


Tn) = aT (Et 


其 中 f(x) 为 分 解 子 问题 和 组 合子 问题 的 解 所 做 的 工作 量 . 该 方程 可 用 主 定理 或 递归 树 
求解 . 
当 f() 是 常数 时 ， 


(Case 
T(n) = ca 
O(logn) a=1 


当 (mn) 为 cn(c 为 常数 ) 时 ， 
O(n) a=b 
T(n) = oo Q& 一 0 
Qn ) a>b 
3. 典型 的 分 治 算法 
二 分 检索 ”BinarySearch(T,l,r,z) ,在 数组 T[L..r] 中 查找 ,基本 运算 为 x 与 T 中 元 
素 的 比较 ,最 坏 情 况 下 的 时 间 为 W(x) 二 O(logn). 
二 分 归并 排序 MergeSort(A,p,r) ,对 数组 A[p..r] 的 元 素 进行 排序 ,基本 运算 为 元 素 
比较 ,最 坏 情况 下 的 时 间 为 W(n) 二 O(nlogn). 
芯片 测试 Test(n) ,通过 互相 测试 在 片花 片 (其 中 好 蕊 片 至 少 比 坏 芯 片 多 1 片 ) 中 找 
出 1 片 好 芯片 ,基本 运算 为 测试 ,最 坏 情况 下 的 时 间 为 W(n) 二 O00). 
大 整数 相 乘 ”两 个 位 整数 相 乘 , 基 本 运算 为 位 乘 ,W(n) 二 On) 二 On). 
Strassen 矩阵 乘法 ”两 个 ” 阶 矩 阵 相 乘 ,基本 运算 为 矩阵 元 素 相 乘 ,最 坏 情况 下 的 时 间 
为 W(n)==OCn™)=O(n*"). 
最 邻近 点 对 ”给 定 平面 上 的 个 点 , 求 其 中 距离 最 近 的 2 个 点 ,基本 运算 为 计算 两 点 间 
最 小 距离 和 比较 运算 ,加 预 处 理 后 最 坏 情况 下 的 时 间 是 W(n) 二 O(nlogn). 
快速 排序 ”Quicksort(A,p,r) 对 数组 ALp..r] 的 元 素 进 行 排序 ,基本 运算 为 元 素 比较 ， 
最 坏 情况 下 的 时 间 是 殉 (n) 二 OG ) ,平均 时 间 是 A(n) 二 O(nlogn). 
选 第 kk 小 ”Select(S,k) 在 数组 S 中 选 第 k 小 元 素 ,基本 运算 为 元 素 比 较 , 最 坏 情况 下 
的 时 间 是 W(n) 二 O00D). 


2.2 习 题 


对 于 本 章 与 算法 设计 有 关 的 习题 , 解 题 要 求 如 下 : 先 用 一 段 简短 的 文字 说 明 算法 的 主 
要 设计 思想 ,其 中 所 引入 的 符号 要 给 出 必要 的 说 明 ,是否 给 出 伪 码 根据 题目 要 求 确定 . 可 以 
调用 书 上 的 算法 作为 子 过 程 ,最 后 对 所 设计 的 算法 需要 给 出 最 坏 情 况 下 时 间 复 杂 度 的 分 析 . 

2.1 设 输入 是 nn 个 数 的 数组 A[1..n], 下 述 排序 算法 是 插入 排序 . 

算法 InsertSort(A) 

1. fori<-2 ton do 


2 xz<—A[i] 


| 
4 while j>0 and A[j]>z do 
5. Ea 
6 1 
多 A[Lj+1j<zx 
改进 上 述 算 法 ,在 插入 元 素 AL 菇 时 用 二 分 查找 代替 顺序 查找 ,将 这 个 算法 记 作 
ModInsertSort, 给 出 该 算法 的 伪 码 ,并 估计 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
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2.2 设 A 是 n 个 非 0 实数 构成 的 数组 ,设计 一 个 算法 重新 排列 数组 中 的 数 ,使 得 负数 
都 排 在 正 数 前 面 . 要 求 算法 使 用 OCz) 的 时 间 和 O(1) 的 空间 . 

2.3 双 Hanoi 塔 问题 是 Hanoi 塔 问 题 的 一 种 推广 ,与 Hanoi 塔 的 不 同 点 在 于 : 2n 个 
圆 盘 , 分 成 大 小 不 同 的 对 ,每 对 圆 盘 完 全 相同 . 初始 ,这 些 圆 盘 按 照 从 大 到 小 的 次 序 从 下 
到 上 放 在 A 柱 上 ,最 终 要 把 它们 全 部 移 到 C 柱 , 移 动 的 规则 与 Hanoi 塔 相同 . 

(1) 设计 一 个 移动 的 算法 并 给 出 伪 码 描述 . 

(2) 计算 你 的 算法 所 需要 的 移动 次 数 . 

2.4 ”给 定 含有 n 个 不 同 的 数 的 数组 L 二 二 zi ,xs，…,z, 之 .如 果 上 中 存在 x;, 使 得 
二 过 过 zi 1 过 zi 记 zi1 记 … 记 zx, 则 称 L 是 单 峰 的 ,并 称 zx; 是 二 的 “ 峰 顶 ”. 假设 工 是 
单 峰 的 ,设计 一 个 算法 找到 工 的 峰 顶 . 

2.5 设 A 是 n 个 不 同 的 数 排 好 序 的 数组 ,给 定数 L 和 如,L 二 U ,设计 一 个 算法 找到 
A 中 满足 二 二 xz<U 的 所 有 的 数 工 . 

2.6 设 M 是 一 个 n 行 n 列 的 0-1 和 矩阵 ,每 行 的 1 都 排 在 0 的 前 面 . 

(1) 设计 一 个 最 坏 情况 下 O(nlogn) 时 间 的 算法 找到 M 中 含有 1 最 多 的 行 ,说 明 算法 的 
设计 思想 ,估计 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

(2) 对 上 述 问题 ,能 否 找 到 一 个 最 坏 情况 下 O(n) 时 间 的 算法 ? 

2.7 设 A 是 含有 n 个 元 素 的 数组 ,如 果 元 素 xz 在 A 中 出 现 的 次 数 大 于 nn/2, 则 称 x 是 
A 的 主 元 素 . 

(1) 如 果 A 中 元 素 是 可 以 排序 的 ,设计 一 个 O(nlogn) 时 间 的 算法 ,判断 A 中 是 否 存在 
主 元 素 . 

(2) 对 于 (1) 中 可 排序 的 数组 ,能 否 设计 一 个 O(n) 时 间 的 算法 ? 

(3) 如 果 A 中 元 素 只 能 进行 “是 否 相 等 ”的 测试 ,但 是 不 能 排序 ,设计 一 个 算法 判断 
A 中 是 否 存 在 主 元 素 . 

2.8 设 A 和 B 都 是 从 小 到 大 已 经 排 好 序 的 n 个 不 等 的 整数 构成 的 数组 ,如 果 把 A 与 
B 合并 后 的 数组 记 作 C ,设计 一 个 算法 找 出 C 的 中 位 数 . 

2.9 在 n(n 宇 3) 枚 硬币 中 有 一 枚 重量 不 合格 的 硬币 (重量 过 轻 或 者 过 重 ) ,如 果 只 有 一 
架 天 平 可 以 用 来 称 重 且 称 重 的 硬币 数 没有 限制 ,设计 一 个 算法 找 出 这 枚 不 合格 的 硬币 ,使 得 
称 重 的 次 数 最 少 ? 给 出 算法 的 伪 码 描述 . 如 果 每 称 1 次 就 作为 1 次 基本 运算 ,分 析 算 法 的 
最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.10 考虑 下 述 阶 矩阵 乘法 的 分 治 算法 : 将 nXn 矩阵 顺序 划分 成 z/3X7V3 块 ,每 
块 为 3X3 的 小 矩阵 。 假 设 两 个 3X3 的 小 矩阵 相 乘 可 以 用 & 次 数 的 乘法 运算 完成 (& 为 固 
定 正 整数 ) ,原来 规模 为 n 的 问题 就 可 以 归结 为 规模 为 n/3 的 子 问题 . 设 上 述 算法 的 时 间 复 
杂 性 函数 为 T(n). 

(1) 列 出 关于 T(n) 的 递 推 方程 并 估计 T(x) 的 阶 . 

(2) 上 最 大 取 什 么 值 能 够 使 得 Tx) 二 on )? 

2.11 设 P(z)==ao 十 qz 十 azT 十 … 十 a,_17”! 十 zx" 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 
式 , 使 得 P(z)==0 的 数 zx 称 为 该 多 项 式 的 根 . 假设 存在 算法 A 和 B, 其 中 A 可 以 在 OC(k) 时 
间 内 计算 一 个 上 次 多 项 式 与 一 个 1 次 多 项 式 的 乘积 ;B 可 以 在 O(ilogi) 时 间 内 计算 两 个 i 次 
多 项 式 的 乘积 . 利用 算法 A 和 B 设计 一 个 分 治 算法 确定 以 给 定 整数 di ,qd ,…:,d, 为 根 的 


分 治 匡 略 


n 次 多 项 式 PCz). 全 
2.12 设 A={al,az，… sa},B 二 {b1 ,bs，… ,ba}) 是 整数 集合 ,其 中 束 二 O(logn). 设计 
一 个 算法 找 出 集合 C=ANB. ee 
2.13 考虑 算法 2.11 的 Select 算法 . 
(1) 如 果 初 始 的 元 素 分 组 采用 3 个 一 组 ,算法 的 时 间 复 杂 度 将 是 多 少 ? 
(2) 如 果 初 始 的 元 素 分 组 采用 7 个 一 组 ,算法 的 时 间 复 杂 度 将 是 多 少 ? 
2.14 设 S 是 个 不 等 的 正 整数 的 集合 ,n 为 偶数 . 给 出 一 个 算法 将 S 划分 成 子 集 S 
和 S; ,使 得 |S1|==1S;|==n/2, 且 
| 2x— > 


ESI ES? 


达到 最 大 ,即使 得 两 个 子 集 元 素 之 和 的 差 达到 最 大 . 

2.15 给 定 nn 个 不 同 数 的 数组 S 和 正 整 数 i, im“, 求 S 中 最 大 的 i 个 数 ,并 且 按 照 
从 大 到 小 的 次 序 输出 ， 有 下 述 算法 : 

算法 A: 调用 i 次 找 最 大 算法 Findmax, 每 次 从 S 中 删除 一 个 最 大 的 数 . 

算法 B: 对 S 排序 ,并 输出 S 中 最 大 的 i 个 数 . 

(1) 分 析 A、B 两 个 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

(2) 试 设计 一 个 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 的 阶 更 低 的 算法 ,要 求 给 出 伪 码 . 

2.16 设 S 为 n 个 不 同 数 的 集合 ， 

(1) 设计 算法 找 出 S 中 的 数 z 和 y 使 得 Vu,v€S,|z 一 y| 宇 lu 一 v|. 

(2) 设计 算法 找 出 S 中 的 数 z 和 y 使 得 Vu,v€S,|zx 一 y| 志 Iu 一 vl. 

2.17 给 定 n 个 不 等 的 整数 构成 的 集合 L 和 整数 ,设计 一 个 算法 判断 在 二 中 是 否 存 
在 两 个 整数 zx 和 y(z<y) ,满足 z+ 十 y 三 s, 以 加 法 运算 作为 基本 运算 分 析 你 的 算法 在 最 坏 情 
况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.18 设 平面 直角 坐标 系 中 有 个 点 (zy ) 《zo sy2) 《sya) ,每 个 点 到 原点 (0,0) 
的 距离 彼此 不 等 . 设计 一 个 算法 找到 距离 原点 (0,0) 最 近 的 Vn 个 点 ,并 按照 距 原点 从 远 到 近 的 
顺序 输出 点 的 标号 . 要 求 给 出 伪 码 描述 . 

2.19 设 A 是 n 个 不 等 的 整数 数组 ,n= 二 2* ,设计 一 个 分 治 算法 找 出 A 中 的 最 大 数 maz 
和 最 小 数 min. 要 求 给 出 伪 码 描述 . 

2.20 有 nn 个 人 ,其 中 某 些 人 是 诚实 的 ,其 他 人 可 能 会 说 议 . 现在 需要 进行 一 项 调查 ， 
该 调查 由 一 系列 测试 构成 . 每 次 测试 如 下 进行 : 选 2 个 人 ,然后 提问 : 对 方 是 否 诚实 ? 每 个 
人 的 回答 只 能 是 “是 ”或 者 “ 否 ”. 假定 在 这 些 人 中 ,所 有 诚实 的 人 回答 都 是 正确 的 ,而 其 他 人 
的 回答 则 不 能 肯定 是 否 正确 .如果 诚实 的 人 数 二 n/2, 试 设计 一 个 调查 算法 ,以 最 小 的 测试 
次 数 从 其 中 找 出 一 个 诚实 的 人 . 

2.21 多 选 问题 : 设 S 是 个 不 等 的 数 的 集合 ,对 于 给 定 的 1 二 rn,K= {ki ,ks，* 

,} 是 -个 正 整数 的 集合 ,其 中 1<hk 过 ks 二 … 过 k,n. 请 设计 算法 在 S 中 找 出 第 小 、 第 名 ks 
i 第 小 的 7 个 元 素 . 例如 r==3,K=={2,4,7}, 则 输出 S 的 第 2 小 .第 4 小 .第 7 小 的 元 
素 . 不 难看 出 , 当 盖 1 时 ,该 问题 就 是 一 般 的 选择 问题 , 当 ==n 时 ,该 问题 就 变 成 了 排序 问题 . 

(1) 设计 一 个 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 为 O(nr) 的 算法 . 

(2) 若 ~ 全 1, 设 计 一 个 时 间 复 杂 度 为 O(nlogr) 的 算法 . 
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2.22 设 A={aryazs a)}，B 二 {6b1,0;,…,b,) 是 整数 集合 ,其 中 汶 二 O(logn). 设计 
算法 计算 集合 C= 二 (4B)U(BA) ,说 明 算 法 的 主要 步骤 ,并 以 比较 作 基 本 运算 分 析 算 法 最 坏 
情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.23 设 A 是 n 个 数 的 序列 ,如 果 A 中 的 元 素 z 满足 以 下 条 件 : 小 于 z 的 数 的 个 
数 宇 n/4, 且 大 于 zz 的 数 的 个 数 三 n/4, 则 称 xz 为 A 的 近似 中 值 . 设计 算法 求 出 A 的 一 个 近 
似 中 值 . 说 明 算法 的 设计 思想 和 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.24 设 A 是 个 数 构成 的 数组 ,其 中 出 现 次 数 最 多 的 数 称 为 众 数 ,设计 一 个 算法 求 
A 的 众 数 ,给 出 伪 码 和 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.25 一 个 实验 可 得 出 个 不 同 的 值 ,分 别 用 数 zi ， zs，… ， Zz, 表示 . 已 知 zi 出 现 的 
概率 是 p;,i 二 1,2,…,n, 且 所 有 概率 之 和 等 于 1. 试 设计 一 个 算法 找到 值 xz; ,使 得 所 有 小 于 
Z4 的 值 出 现 的 概率 之 和 不 超过 1/2, 且 所 有 大 于 zi 的 值 出 现 的 概率 之 和 也 不 超过 1/2. 例 
如 ,实验 结果 为 ; x1 二 2, zs 二 1, zs 二 4, zx 二 3, zs 二 5, 出 现 的 概率 依次 为 : pi 二 0.2, ps 二 
0.4, ps 二 0.1, pi, 二 0.1, ps 二 0.2, 那么 xz, 就 是 所 求 的 值 ， 比 zi 小 的 数 只 有 zx;, 它 的 概率 
是 0.4; 比 xz 大 的 数 有 xz, zs 和 zzs ,它们 的 概率 之 和 是 0.4. 说 明 算 法 的 设计 思想 ,估计 算法 
最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

2.26 某 石油 公司 计划 建造 一 条 由 东 向 西 的 输油管 道 ,该 管道 要 穿 过 一 个 及 口 油井 
的 油田 ， 从 每 口 油井 都 要 有 一 条 输油管 道 沿 最 短路 径 ( 南 北方 向 ) 与 主管 道 相连 ,如果 给 定 
nn 口 油井 的 位 置 , 即 它们 的 z 坐标 和 yy 坐标 . 设计 一 个 算法 来 确定 主管 道 的 位 置 ,使 得 每 口 

(0, 8) (8,8) 油井 到 主管 道 之 间 的 输油管 道 长 度 之 和 达到 最 小 ? 

2.27 如 图 2.1( 注 : 主教 材 图 2. 8) 所 示 , 城 市 街道 
都 是 水 平 或 垂直 分 布 ,有 m 十 1 条 ,不 妨 设 任何 两 个 相 邻 
位 置 之 间 的 距离 都 是 1， 在 街道 的 十 字 路 口 有 个 商店 ， 
出 一 图 中 的 n=3,m 二 8,3 个 商店 的 坐标 位 置 (图 中 的 圆 点 ) 分 
别 是 (2,4),(5,3),(6,6). 现在 需要 在 某 个 路 口 位 置 建 一 
个 合用 的 仓库 . 若 仓 库 选 择 (3,5) 位 置 ,那么 这 3 个 商店 
到 仓库 的 路 程 ( 只 能 沿街 道行 进 ) 总 长 至 少 是 10. 设计 一 
个 算法 找到 仓库 的 最 佳 位 置 , 使 得 所 有 商店 到 仓库 路 程 的 
总 长 达到 最 短 . 

2.28 在 Internet 上 的 搜索 引擎 经 常 需要 对 信息 进 
行 比较 ,比如 可 以 通过 某 个 人 对 一 些 事物 的 排名 来 估计 他 
(或 她 ) 对 各 种 不 同 信息 的 兴趣 ,从 而 实现 个 性 化 的 服务 . 对 于 不 同 的 排名 结果 可 以 用 逆序 
来 评价 它们 之 间 的 差异 . 考虑 1,2,…,n 的 排列 1,0…i, ,如 果 其 中 存在 i; ,i ,使 得 jy 二 k 但 
是 i 记 i ,那么 就 称 (i ,ii) 是 这 个 排列 的 一 个 逆序 . 一 个 排列 含有 逆序 的 个 数 称 为 这 个 排列 
的 道 序数 . 例如 排列 26 3 451 含 有 8 个 逆序 (2,1),(6,3),(6,4),(6,5),(6,1),(3,1)， 
(4,1),(5,1), 它 的 逆序 数 就 是 8. 显然 ,由 1,2,…,n 构成 的 所 有 nn! 个 排列 中 ,最 小 的 逆序 
数 是 0, 对 应 的 排列 就 是 12…n; 最 大 的 道 序 数 是 n(n 一 1)/2, 对 应 的 排列 就 是 n(n 一 1)…21. 
逆序 数 越 大 的 排列 与 原始 排列 的 差异 度 就 越 大 . 

利用 二 分 归并 排序 算法 设计 一 个 计数 给 定 排 列 逆序 的 分 治 算法 ,并 对 算法 进行 时 间 复 
杂 度 的 分 析 . 


(0, 0 (8,0) 
2.1 街道 图 


2.29 每 个 螺母 需要 和 1 个 螺栓 配套 使 用 . 现在 及 种 不 同 尺 寸 的 螺母 与 螺栓 ,恰好 
可 以 配 成 n 套 . 设计 一 个 平均 复杂 度 最 低 的 算法 ,尽快 为 每 个 螺母 找到 与 之 配套 的 螺栓 . 
该 算法 的 1 次 基本 运算 是 : 把 1 个 螺母 尝试 与 1 个 螺栓 匹配 ,看 看 它们 是 否 合适 . 尝试 结果 
只 能 是 以 下 三 种 之 一 : 螺母 大 于 螺栓 ,螺母 小 于 螺栓 ,或 者 恰好 配套 . 注意 ,该 算法 不 能 比 
较 2 个 螺栓 的 大 小 ,也 不 能 比较 2 个 螺母 的 大 小 . 

(1) 用 文字 说 明 算 法 的 设计 思想 ; 

(2) 分 别 给 出 算法 在 最 坏 和 平均 情况 下 的 时 间 复 杂 度 Wm) 和 A(m). 

2.30 ”对 玻璃 瓶 做 强度 测试 , 设 地 面 高 度 为 0, 从 0 向 上 有 个 高 度 , 记 为 1,2,…,n, 其 
中 任何 两 个 高 度 之 间 的 距离 都 相等 .如 果 一 个 玻璃 瓶 从 高 度 i 落 到 地 上 没有 摔 破 ,但 从 高 
度 ;十 1 落 到 地 上 摔 破 了 ,那么 就 将 玻璃 瓶 的 强度 记 为 i. 

(1) 假设 每 种 玻璃 瓶 只 有 1 个 测试 样品 ,设计 算法 来 测 出 每 种 玻璃 瓶 的 强度 .以 测试 次 
数 作为 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 量度 ,对 算法 最 坏 时 间 复 杂 度 作出 估计 . 

(2) 假设 每 种 玻璃 瓶 有 足够 多 的 相同 的 测试 样品 ,设计 算法 使 用 最 少 的 测试 次 数 来 完 
成 测试 . 该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 

(3) 假设 每 种 玻璃 瓶 只 有 2 个 相同 的 测试 样品 (一 2) ,设计 次 数 尽 可 能 少 的 算法 完成 
测试 . 你 的 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 

(4) 尝试 将 (3) 中 的 方法 推广 到 其 他 任意 给 定 的 k(k 二 2) 的 情况 . 


2.3 习题 解答 与 分 析 


2.1 算法 的 伪 码 是 : 
ModInsertSort(A[1..n]) 
1. for i<2 ton do 
2. zxz<A[i] 
3. k<BinarySearch(A[1..i—1],z) 
// 在 ALl..i 一 1] 中 二 分 查找 工 应 该 插入 的 位 置 人 
4 for j<i—1 downto k 
曲 让 可 A[ 涪 
6 ALkJ]<zx 
for 循环 执行 n 一 1 次 ,在 i 一 1 规模 的 数组 二 分 查找 的 比较 次 数 为 log(i 一 1) 十 1, 因 此 
总 的 比较 次 数 为 


n ol al 
>) (logG 一 1) 十 1) ==n 一 1 十 Dlogi A Dlogi 
i=2 i=1 i=1 


<n—1 +[ logzdz 


=n—1+Tnlogn— nloge+t loge 
=O(nlogn) 
2.2 类 似 快速 排序 的 划分 过 程 .从 后 向 前 把 每 个 数 与 0 比较 ,找到 第 一 个 负数 ALp]. 
从 前 向 后 把 每 个 数 与 0 比较 ,找到 第 一 个 正 数 A[g], 如 果 p 二 gq; 则 将 AL[p] 与 ALgj] 交 换 . 交 
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换 后 如 果 p 一 g 二 1, 算 法 停止 ;否则 继续 这 个 过 程 ,或 者 找到 下 一 对 可 以 交换 的 数 ,或 者 扫描 
到 pg 停止. 

2.3 (1) 算法 设计 思想 : 分 治 策略 . 先 递 归 地 将 上 面 的 2(n 一 1) 个 盘子 从 A 柱 移 到 
B 柱 ;用 2 次 移动 将 最 大 的 2 个 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 ;递归 地 将 B 柱 的 2(n 一 了 个 盘子 从 
B 柱 移 到 C 柱 . 


伪 码 描述 是 : 
BiHanoi(A.,C,n) // 从 A 到 C 移 动 2n 只 盘子 
1. if n=1 then BiMove(A,C) // 从 A 到 C 移 动 2 只 盘子 


2. else BiHanoi(A,B,n—1) 

缉 BiMove(A.,C) 

4. BiHanoi(B,C,.n—1) 

(2) 设 22 个 圆 盘 的 移动 次 数 是 T(z), 则 第 2 行 和 第 4 行 的 递归 调用 的 子 问题 规模 是 
7 一 1, 第 3 行 是 2 次 移动 ,于 是 有 

T(n) = 2T(n—1)+2 
fw =2 
解 得 T(n)=2"+!1 一 2. 

2.4 因为 L 中 存在 峰 顶 元 素 ,因此 |L| 宇 3. 使 用 二 分 查找 算法 . 如 元 素数 等 于 3, 则 
L[2] 是 峰 顶 元 素 .。 当 元 素数 nn 大 于 3 时 , 令 k=n/2, 比 较 L[k] 与 它 左 边 和 右边 相 邻 的 项 . 
如 果 LL[k]L[k 一 1] 且 L[k] 之 L[k 十 1], 则 LL[k] 为 峰 顶 元 素 ; 否 则 ,如 果 L[k 一 1]L[k] 二 
L[k 十 1], 则 继续 搜索 L[1..8 一 1] 的 范围 ;如 果 L[k 一 1] 二 L[k] 达 L[k 十 1], 则 继续 搜索 
L[k 十 1..n] 的 范围 . 每 比较 2 次 ,搜索 范围 减 半 , 直 到 元 素数 小 于 等 于 3 停止 递归 调用 . 时 
间 复 杂 度 函数 为 


T(n) = T(n/2)+2 
Nie 一 c，c 为 某 个 常数 
根据 主 定理 ,T(n) 二 O(logn). 
2.5 算法 设计 思想 是 : 在 A 中 使 用 二 分 查找 算法 找 L. 如 果 工 二 A[ 门 ,找到 工 的 位 置 
i 然后 把 i 加 1; 如 果 工 不 在 A 中 ,那么 找到 大 于 工 的 最 小 数 的 位 置 i. 类 似 地 ,在 A 中 二 分 
查找 U ,找到 U 所 在 的 位 置 j ,然后 把 j 减 1; 如 果品 不 在 A 中 ,那么 找到 小 于 U 的 最 大 数 的 
位 置 j}. 输出 A 中 从 i 到 j 的 全 体 数 . 
二 分 查找 L 和 U 的 时 间 复 杂 度 都 是 O(logn) ,于 是 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(logn). 
2.6 (1) 分 治 策略 ,在 归 约 为 子 问题 时 可 以 有 几 种 不 同 的 方法 . 
方法 一 : 顺序 对 每 一 行进 行 二 分 检索 ,找到 最 后 一 个 1 的 位 置 , 用 y 和 maz 记录 至 今 为 
止 含有 1 最 多 的 行 号 和 该 行 的 1 的 个 数 . 二 分 检索 时 间 为 O(logz) ,n 行 的 总 时 间 为 OCnlogn). 
方法 二 : 对 列 号 进行 二 分 检索 ,找到 最 大 的 含有 1 的 列 号 . 
初始 令 i 二 1,j 二 nn, 检 索 范 围 为 列 i 到 列 j. 取 k 二 (i 十 j)/2, 从 上 到 下 顺序 检查 第 
k 列 是 否 含有 1. 如 果 含 有 1, 下 面 的 搜索 范围 将 缩小 到 第 k 列 到 第 j 列 ;否则 ,搜索 范围 缩 
小 到 第 i 列 到 第 & 一 1 列 . 不 管 如 何 , 搜 索 范 围 至 少 减 半 . 由 于 每 次 在 第 列 的 比较 次 数 至 
多 是 O(n) ,最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 有 下 述 递 推 方程 ; 
三 ( = W(t/2) + O(n) 


W(1) = O00) 
其 中 1 表示 子 问题 规模 . 初始 时 :一 7 不 妨 令 n 二 2: ,根据 次 迭代 得 到 1 二 1, 每 次 迭代 的 工 
作 量 是 O(n) ,因此 
W(n) = kO(n) = O(nlogn) 
方法 三 : 将 整个 区 域 划分 成 上 下 相等 的 两 部 分 , 即 : 第 1 行 到 第 n/2 行 ,第 n/2 十 
1 行 到 第 行 ,从 而 构成 两 个 规模 近似 相等 的 子 问题 . 分 别 找 出 每 个 子 问 题 的 含 1 最 多 的 
行 ,比如 说 行 i 和 行 j ,记录 它们 含有 1 的 个 数 . 然后 把 行 i 和 行 7 含有 1 的 个 数 进行 比较 ， 
找到 其 中 含 1 较 多 的 行 即 可 . 当 递 归 执 行 到 规模 为 1 的 子 问 题 时 ,由 于 只 有 一 行 ,可 以 采用 
二 分 检索 的 方法 确定 其 含有 1 的 个 数 . 
最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 满足 下 述 递 推 方程 : 
W(n) = 2W(n/2)+1 
W(1) = logn 
不 妨 设 n==2* ,根据 迭代 有 
W(ln) =2W(n/2)++1= 2W(n/4) 二 2 十 1 
二 2W(n/2:) 十 2 十 2 十 1 


二 22W(n/2:) 十 2 和 十 … 十 2 十 1 
=2W(1) 二 2 一 1 = nlogn 二 nn 一 1 = O(nlogn) 

(2) 设 含有 1 最 多 的 行 中 最 右边 的 1 位 于 第 > 列 (注意 第 y 列 可 能 不 止 一 个 1). 下面 
设计 一 个 OG) 时 间 的 算法 ,直接 找到 第 y 列 上 的 某 一 个 1, 并 输出 这 个 1 所 在 的 行 号 . 这 就 
是 从 左上 角 到 右 下 方 沿 折线 搜索 的 方法 . 把 矩阵 M 看 成 由 nn Xn 个 位 置 构 成 的 区 域 ,每 个 
位 置 含有 1 或 者 0. MT[Li, 门 表示 第 i 行 第 j 列 的 元 素 . 算法 从 ML0,0J] 开 始 , 沿 第 一 行 向 右 
扫描 ,直到 遇 到 第 一 个 0 为 止 . 设 这 个 0 在 第 j 列 . 从 这 个 0 改变 搜索 方向 , 沿 第 j 列 向 下 
找 第 一 个 1. 设 这 个 1 在 第 k 行 . 在 这 个 位 置 算法 改变 搜索 方向 , 沿 着 第 & 行 向 右 搜 索 , 以 
此 类 推 ,直到 走 到 最 下 面 一 行 或 者 到 达 最 右边 一 列 的 1 停止 . 扫描 过 程 中 ,每 当 从 向 右 转 到 
向 下 搜索 时 , 记 下 转变 前 的 那 一 行 最 右边 1 的 位 置 和 行 号 ;每 当 从 向 下 转 到 向 右 搜索 时 , 记 


下 转变 后 的 行 的 行 号 . 
图 2. 2 给 出 了 一 个 具体 的 实例 ,输出 ;一 5. 图 中 的 箭头 表示 搜索 的 方向 . 

1 1 1 0 0 0 WwW0U=-MWI2-w0I3I-MID.4] 

0 0 0 上 0 0 0 

1 TT Ai 人 

于 十 全 应 交 rd 

1 ! 
1 1 1 1 1L 0 4[5.5] 一 M[5.6] 
下 人 1 aa 
图 2.2 运行 实例 


从 初始 位 置 M[1 ,1] 到 某 个 终止 位 置 M[7,n] 或 M[n,kj, 这 条 路 径 所 经 历 的 位 置 至 多 
2n 一 1 个 . 在 每 个 位 置 ,算法 做 1 次 比较 . 因为 算法 所 做 的 比较 次 数 不 超 过 2n 一 1 次 ,这 就 
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证 明了 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(n). 

2.7 (1) 方法 一 : 基于 排序 的 算法 . 

设计 思想 : 把 A 按照 从 小 到 大 的 顺序 排序 . 那么 相同 的 元 素 是 连续 分 布 的 . 令 zx 
为 A 中 最 多 的 元 素 . 初始 z 一 AL1] ,顺序 检查 A 中 元 素 , 计 数 z 的 个 数 . 如 果 发 现 比 工 更 
多 的 新 元 素 ,就 蔡 换 zx. 检索 完成 后 , 若 zx 的 个 数 大 于 nn/2,x 就 是 主 元 素 ;否则 A 中 没有 主 
元 素 . 

该 算法 的 时 间 包 括 排序 时 间 和 通过 比较 进行 计数 的 时 间 ,总 计 为 

T(n) = O(nlogn) + O(n) = O(nlogn) 


方法 二 : 分 治 算法 . 

命题 2.1 若 A 中 存在 主 元 素 , 则 将 A 从 中 间 划 分 为 两 部 分 ,A 的 主 元 素 也 必 为 两 部 
分 中 至 少 一 部 分 的 主 元 素 . 

证 设 + 是 A 的 主 元 素 ,那么 将 A 划分 为 Li 和 工 ; 后 ,|Li|=n/2,|L;|==n/2. 
Li 中 含有 i 个 z ,Ls 中 含有 j 个 z, 且 i 二 n/2 /2,j 二 n/2/2, 那 么 zx 在 A 中 的 个 数 至 多 为 


iti < YE+Y2 = (3 |+|3 D2=w: 


与 x 是 A 的 主 元 素 矛 盾 . 

分 治 算法 的 主要 步骤 是 : 

1. 若 A 只 含 一 个 元 素 , 则 此 元 素 就 是 主 元 素 ,返回 此 数 . 

2. 将 A 分 为 大 致 相等 的 两 部 分 L， 和 工 , , 分 别 递归 调用 此 算法 求 其 主 元 素 m 和 ma， 

3. 若 和 ms 都 存在 且 相 等 , 则 这 个 数 就 是 A 的 主 元 素 , 返 回 此 数 . 

4. 若 mm 和 ms 都 不 存在 , 则 A 无 主 元 素 . 

5. 若 mr 和 ms 都 存在 但 不 等 ,或 者 只 有 一 个 存在 , 则 分 别 检查 这 些 数 在 A 中 出 现 的 次 
数 , 如 果 超 过 /2, 则 是 主 元 素 ; 和 否则 不 存在 . 

该 算法 的 时 间 分 析 : 第 2 行 的 两 次 递归 调用 ,其 中 子 问题 规模 是 原来 规模 的 一 半 ; 第 
5 行 的 检查 时 间 为 O(z) ,于 是 得 到 时 间 复 杂 度 的 递 推 方程 


n 


2 


T(n) = 27( + O(n) 


T(1)=0 
该 方程 的 解 是 T(n) 二 O(nlogn). 

(2) O(n) 时 间 的 算法 . 

适用 于 元 素 可 排序 的 数组 . 

命题 2.2 A 中 的 主 元 素 一 定 是 中 位 数 . 

证 按照 从 小 到 大 排序 A 的 元 素 . 车 存在 主 元 素 z+, 那么 z 应 该 至 少 占有 连续 的 n/2 十 1 
个 位 置 . 如 果 其 中 不 包含 中 位 数 的 位 置 在 内 ,那么 这 些 连 续 位 置 只 能 分 布 在 中 位 数 的 单 侧 . 
中 位 数 任何 一 侧 的 元 素数 都 不 超过 n/2. 这 与 主 元 素 的 定义 矛盾 . 

算法 描述 : 

1. 找 出 A 的 中 位 数 工 . 

2. 把 zx 与 A 中 元 素 顺 序 比 较 并 计数 z 在 A 中 出 现 的 次 数 ) 如 果 jz/2, 则 工 就 是 主 
元 素 ;否则 不 存在 . 


计 


该 算法 的 时 间 是 第 1 行 找 中 位 数 的 时 间 和 第 2 行 的 检查 时 间 ,两 者 都 是 O(n) ,于 是 
TOn) = On) 十 Dao) = O(n) 

(3) 如 果 A 中 元 素 不 能 排序 ,可 采用 基于 两 两 元 素 的 比较 从 而 把 非 主 元 素 淘汰 的 算法 . 
其 实现 方法 有 两 种 . 

方法 一 : 芯片 测试 算法 . 其 设计 思想 如 下 : 

算法 Delete(A) 

1. 如 果 |A| 科 1 则 结束 ;否则 将 A 的 元 素 两 两 分 组 . 

2. 每 组 内 两 个 元 素 进 行 比 较 ; 如 果 相 等 则 把 1 个 放 到 B 中 ;否则 全 部 淘汰 . 

3. A<-B 并 转 1. 

运行 上 述 Delete 淘汰 过 程 , 如 果 最 后 没有 元 素 留 下 ,那么 没有 主 元 素 . 如 果 剩 下 1 个 元 
素 ,接着 检查 该 元 素 在 A 中 出 现 的 次 数 . 若 次 数 大 于 /2, 则 是 主 元 素 ;否则 没有 主 元 素 . 

下 面 证 明 算 法 的 正确 性 . 

命题 2.3 假设 是 偶数 ,经 过 一 次 Delete(A) 的 淘汰 过 程 ,A 具有 以 下 性 质 . 

性 质 1: 如 果 A 中 含有 主 元 素 ,淘汰 后 的 主 元 素数 仍旧 多 于 非 主 元 素数 . 

性 质 2: A 的 元 素 至 多 为 原来 的 一 半 . 

证 因为 n 是 偶数 ,在 分 组 中 没有 轮空 的 元 素 . 考虑 分 组 的 3 种 类 型 . 

Q@ 含有 两 个 主 元 素 : 有 a 个 组 . 

@ 含有 一 个 主 元 素 和 一 个 非 主 元 素 ; 有 4 个 组 . 

@ 含有 两 个 非 主 元 素 : 有 cc 个 组 . 

淘汰 前 的 主 元 素数 为 24 十 5b, 非 主 元 素数 为 2c 十 6b. 因为 2e 十 2 盖 2c 十 0, 从 而 有 w>c. 根 
据 Delete 第 2 行 的 淘汰 规则 ,在 1 次 淘汰 后 , 主 元 素数 为 w, 非 主 元 素数 至 多 为 c, 由 于 “>>c， 
淘汰 后 主 元 素数 仍旧 多 于 非 主 元 素数 . 

此 外 ,由 于 每 组 至 少 淘汰 1 个 元 素 , 所 以 剩 下 的 元 素数 至 多 是 原来 的 一 半 . 

当 n 是 奇数 时 ,如 果 被 轮空 的 元 素 不 是 主 元 素 时 ,有 可 能 淘汰 后 的 主 元 素数 等 于 非 主 元 
素数 .比如 数组 元 素 为 1,1,1,2,3, 分 组 是 {1,1),{1,2) ,3 被 轮空 ,经 过 1 轮 Delete 淘汰 后 ， 
剩 下 的 是 1,3. 可 以 用 下 述 办 法 解决 这 个 问题 : 检查 轮空 元 素 在 A 中 出 现 的 次 数 ,如 果 
该 元 素 是 主 元 素 , 则 算法 结束 ;如 果 不 是 , 则 在 下 一 轮 Delete 过 程 开始 之 前 先 把 这 个 元 素 
淘汰 掉 , 从 而 保证 每 次 进入 Delete 过 程 的 剩余 数组 都 满足 “ 主 元 素数 大 于 非 主 元 素数 ”的 
性 质 ， 

由 命题 2. 3 可 以 断定 ,如 果 A 有 主 元 素 , 它 一 定 会 在 所 有 的 Delete 过 程 结束 后 留 下 
来 ,算法 的 正确 性 就 有 了 保证 . 需要 说 明 的 是 :“ 留 下 来 ”是 主 元 素 的 必要 条 件 ,但 不 是 充 
分 条 件 , 可 能 有 非 主 元 素 也 会 留 下 来 . 比如 输入 是 1,2,3,4,5,6,7,7, 没 有 主 元 素 . 如 果 
第 一 次 分 组 是 {1,2},{3,4},{5,6},{7,7} ,那么 一 轮 Delete 淘 汰 后 只 剩 下 7, 但 7 不 是 主 
元 素 . 于 是 算法 必须 对 淘汰 后 剩 下 的 元 素 进 行 验 证 , 即 检查 它 在 原始 数组 A 中 出 现 的 
次 数 . 

最 后 考虑 算法 的 运行 时 间 , 经 过 1 次 Delete 过 程 子 问题 规模 至 少 减 半 ,Delete 过 程 需 
要 比较 zy2 次 ,加 上 对 轮空 元 素 的 检查 也 不 超过 O(n) 次 ,于 是 得 到 下 述 递 推 方程 : 


aa 一 Ww[ 于 上 + OoD) 


Wi 人 


蔓 法 设计 与 分 析 习 题解 答 与 学 习 指 时 (入 2 版 ) 


与 党 片 测试 问题 一 样 , 该 方程 的 解 是 W(n) 二 O(n). 

方法 二 : 栈 淘汰 方法 . 

设计 思想 : 设立 一 个 栈 S, 大 小 为 n/2. 下 面 顺序 对 A 中 的 元 素 进行 处 理 . 对 任何 元 素 
工 , 处 理 原则 是 : 

1. 如 果 栈 为 空 , 则 z 进 栈 . 

2. 如 果 栈 不 空 , 则 比较 z 与 栈 顶 元 素 . 如 果 相 等 , 则 zx 进 栈 ;否则 z 与 栈 顶 元 素 一 起 
淘汰 . 

在 A 中 元 素 全 部 处 理 完成 后 ,如 果 栈 内 剩 有 元 素 , 那 么 检查 栈 顶 元 素 在 A 中 出 现 的 次 
数 . 次 数 大 于 n/2 的 是 主 元 素 ; 和 否则 没有 主 元 素 . 如 果 栈 为 空 , 则 没有 主 元 素 . 

为 说 明 算 法 的 正确 性 ,需要 下 面 的 命题 . 

命题 2.4 在 上 述 栈 操作 后 , 栈 具有 下 述 性 质 . 

性 质 1: 如 果 栈 不 空 ,那么 其 中 的 元 素 都 相等 . 

性 质 2: 如 果 A 中 有 主 元 素 ,那么 它 一 定 留 在 栈 中 . 

证 假设 栈 内 剩余 的 元 素 不 等 ,那么 一 定 存 在 两 个 相 邻 的 元 素 不 等 ,比如 zx 和 yy,y 在 
Zz 的 上 面 . y 进 栈 时 ,zx 为 当时 的 栈 顶 元 素 , 这 与 栈 的 操作 规则 2 矛盾 . 

假设 z+ 为 A 中 的 主 元 素 ,z 的 个 数 一 定 大 于 n/2. 如 果 z 在 进 栈 时 被 淘汰 ,根据 规则 2， 
当时 栈 顶 元 素 不 是 主 元 素 , 而 这 个 元 素 也 将 同时 被 淘汰 . 于 是 ,要 淘汰 所 有 的 主 元 素 ,至 少 
需要 多 于 n/2 个 非 主 元 素 , 这 与 A 中 元 素 总 数 等 于 矛盾 . 

与 前 面 的 情况 类 似 , 主 元 素 一 定 留 在 栈 里 ,但 留 在 栈 里 的 有 可 能 是 非 主 元 素 . 因此 需要 
对 留 下 的 元 素 检 查 其 在 A 中 出 现 的 次 数 . 

该 算法 的 时 间 是 Wn)= 二 O00) 十 O(n) 一 OCz). 

2.8 设计 思想 : 分 治 算法 . 

设 A[0..n 一 1] 和 B[0..n 一 1] 是 输入 数组 , 邻 =n/2, 取 A[k] 和 B[k] 比 较 . 如 果 
A[kJ]==B[&], 那 么 A[k] 就 是 所 求 的 中 位 数 ， 如 果 A[Lk] 二 B[k], 那 么 A[L0..k 一 1] 和 
B[k 十 1..n 一 1] 不 含 C 的 中 位 数 . 下 一 步 递归 查找 的 子 问 题 是 A[k..n 一 1] 和 B[0..k], 子 问 
题 规模 减 半 ( 至 多 差 常数 1). 类 似 地 ,如 果 ALA] 二 B[ 人 ,那么 A[k 十 1..n 一 1] 和 BL[0,k 一 1] 
不 含有 C 的 中 位 数 . 剩 下 的 子 问题 规模 也 减 半 . 于 是 可 以 递归 对 子 问题 处 理 . 如 果 ”一 1,A 
与 B 中 各 有 1 个 数 ,那么 规定 两 个 数 中 较 大 的 一 个 就 是 所 求 的 中 位 数 . 

该 算法 的 时 间 复 杂 度 满足 递 推 方程 


(wo = Ww[ 生 ]+ 时 


W()=1 
该 方程 的 解 是 W(n) 二 O(logn). 

2.9 算法 设计 思想 : 采用 分 治 策略 . 如 果 n 二 3, 那 么 将 剩 下 的 硬币 与 拿 走 的 硬币 ( 合 
格 硬币 ) 比 较 , 不 等 的 那 枚 就 是 不 合格 的 硬币 ;否则 将 n 枚 硬币 分 成 大 致 相等 的 3 份 , 如 果 
n(mod 3) 天 0, 那 么 令 两 份 少 的 硬币 相等 . 取 两 份 相等 的 硬币 放 到 天 平 上 ,如 果 天 平 不 平衡 ， 
那么 这 两 份 里 包含 着 不 合格 的 硬币 ;和 否则 不 合格 的 硬币 在 剩 下 的 一 份 中 . 递归 对 归 约 后 的 
子 问题 进行 处 理 . 直到 n<3 为 止 . 

算法 Coin(A,n) //A 是 n 个 硬币 的 集合 


k=<—n/3 
将 A 中 硬币 分 成 X,Y,Z 三 个 集合 ,使 得 |X|=1Y|=k,|1Z|==n 一 2k 
i W(X)#AW(Y) //W(X),W(Y) 分 别 为 XX 或 Y 的 重量 
then A—XUY 
else A<—Z 
n<—|Al| 
if n>2 then goto 1 
else 将 A 中 的 硬币 与 拿 走 的 硬币 比较 . 如 果 不 等 , 则 是 不 合格 硬币 . 
算法 有 下 述 递 推 方程 : 


0 二 


T(n) = T(2n/3) + O01) 
fg =0,T(2)=1 
该 方程 的 解 是 T(n)= 二 O(logn). 

如 果 将 硬币 分 成 个 数 大致 相 等 的 4 份 , 取 个 数 相等 的 两 份 放 到 天 平 上 . 如 果 天 平平 衡 ， 
那么 不 合格 的 硬币 在 剩 下 的 硬币 中 ;和 否则 在 被 称 重 的 硬币 中 . 1 次 称 重 后 待 检测 的 硬币 数 
减 半 ,直到 边界 条 件 为 止 . 这 种 分 治 算法 的 时 间 也 是 O(logn). 

2.10 (1) 设 A=(w), 与 B= (6b;), 是 两 个 输入 的 n 阶 和 矩阵 ,将 A 和 B 都 划分 成 
n/3Xn/3 块 ,每 块 是 3X3 的 小 矩阵 . 设 划 分 后 的 矩阵 分 别 记 为 A’ = (As)ws 与 B'= 
(Bi)ws, 其 中 A’ 与 B' 的 元 素 A 与 Bu 是 3X3 小 矩阵 ,那么 C=AB=A’B’=(C,),s, 其 中 
Cu 也 是 3X3 小 矩阵 , 且 


Ci = 2 AuBu 


‘= 


于 是 AB 的 计算 可 以 看 做 A'B’ 的 计算 ,这 是 一 个 输入 规模 为 n/3 的 子 问题 . 设 原 问题 的 计 
算 时 间 是 T(n) ,其 中 1 次 基本 运算 是 矩阵 元 素 ai 和 bi 的 1 次 乘法 . 在 子 问 题 的 计算 中 每 
个 Ci 由 若干 个 A 和 Bi 的 相 乘 而 得 到 ,因此 子 问题 的 基本 运算 是 形 如 A 和 Bi 的 两 个 3X3 
和 矩阵 的 1 次 相 乘 . 这 是 不 同 的 基本 运算 . 根据 已 知 条 件 ,两 个 3X3 和 矩阵 相 乘 可 以 用 & 次 原 
始 和 矩阵 的 元 素 乘法 来 实现 . 换 句 话说 , 子 问题 的 T(rn/3) 个 A 与 Bi 的 相 乘 相当 于 kT(n/3) 
个 原始 矩阵 元 素 相 乘 . 于 是 得 到 递 推 方程 
T(n) = kT (n/3) 
ne 二 
利用 主 定理 ,该 方程 的 解 是 T(n) 二 @(n%%*). 
(2) 要 使 T(n) 二 oCnw* ) ,就 要 满足 log3k 二 log7, 即 二 3 ,于 是 上 最 大 的 值 是 21. 
2.11 相当 于 计算 多 项 式 乘积 (zx 一 d1) (zr 一 d,)…(zx 一 d,). 用 分 治 法 ,将 多 项 式 划 分 
成 大 小 均衡 的 两 半 ,每 部 分 分 别 相 乘 ,然后 将 所 得 结果 进一步 相 乘 . 若 为 偶数 , 则 将 PCz) 
分 为 两 部 分 : 


Pl = —d sd dd 
Py(x)= (zr—dyn)(z— dy)" —d.) 
车 n 为 奇数 , 则 将 P(z) 分 为 三 部 分 : 
Pl (z—N(z— dr— dw) 
Blz) = (oe— duin)(e— de)"(c—d.i) 


站 法 设计 与 分 研习 题解 签 与 学 习 指 时 (种 2 版 ) 


PPwKaD) = (C2) 
算法 的 设计 思想 是 : 
1. 如 果 n 是 偶数 ,分 别 对 Pi (xz) 与 P,(z) 递 归 计 算 , 然 后 计算 Pi (zx)P, (xz). 
2. 车 nn 是 奇数 ,分 别 对 P; (zx) 与 P,(z) 递 归 计 算 ,然后 计算 P: (z)P,(z)Ps(z). 
Pi(z) 与 Ps(z) 是 n/2 次 多 项 式 ,P:(z) 与 Pi,(z) 是 (n 一 1)/2 次 多 项 式 , 这 4 个子 问题 


规模 都 不 超过 原 问 题 规模 的 一 半 . 计算 Pi (zx)Pi(z) ,根据 算法 B 需要 O(log 至] 时间. 
计算 P, (z)P,(z)Ps(z), 先 使 用 算法 B 计算 P; (zx)P,(x), 需 要 ol Flog 号 ] 时 间 ; 然 后 使 


用 算法 A 乘 以 Pi (z) ,需要 O(n) 时 间 , 于 是 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 
ge <27|( 2 上 of Slog 2 OO 2T( ) Onlogn) 


=O(nlog’n) 
2.12 算法 设计 思想 : 在 A 与 B 中 选择 一 个 数组 排序 ,然后 顺序 对 另 一 个 数组 的 每 个 
元 素 使 用 二 分 查找 算法 ,看 看 它 在 这 个 数组 中 是 否 出 现 . 如 果 出 现 , 则 将 它 放 入 C. 关键 是 
选择 A 还 是 B 进行 排序 . 算法 的 主要 时 间 消 耗 是 排序 . 因此 选择 较 小 的 数组 进行 排序 是 合 
适 的 . 考虑 到 |B| 二 m 二 O(logn) , 比 起 |A| 要 小 得 多 ,因此 对 B 排序 . 
算法 
输入 : 数组 A[1..n] 和 B[1..m] 
输出 : 数组 C, 使 得 C=ANB 
:Ge 
2. L<-Sort(B) // 对 B 排序 
3. fori<l tondo 
4 xz-A[i] 
5.。 j-<BinarySearch(L,zx) // 在 L 中 二 分 搜索 x, 车 zx 在 L 中 ,ji 为 序 标 ;否则 j 为 0 
6 HO 
7 then CCU {zx} 
以 比较 作为 基本 运算 ,该 算法 在 第 2 行 的 排序 需要 O(mlogm) 时 间 , 第 3 行 的 循环 运行 
n 次 ,每 次 做 的 工作 量 是 第 5 行 的 二 分 查找 ,查找 时 间 是 O(logm) ,因此 第 3 行 的 for 循环 总 
时 间 是 O(nlogm) ,于 是 算法 时 间 复 杂 度 是 
W(n) =O(mlogm) + O(nlogm) = O((m+n)logm) 
=O(nlogm) = O(nloglogn) 
2.13 (1) 如 果 采 用 3 个 一 组 的 分 法 ,Select 算法 找 mm 的 递归 调用 的 子 问 题 规模 将 变 
成 n/3, 而 在 划分 后 求解 第 k 小 的 子 问 题 规模 将 至 多 不 超过 原来 问题 规模 的 2/3, 于 是 关于 
时 间 复 杂 度 函数 的 递 推 方程 变 成 
2n 


WO = W[ 生 于 Ww[ 笃 J+ oo 


利用 递归 树 方法 求解 ,该 方程 的 解 是 W(n) 二 O(nlogn). 与 直接 排序 的 方法 时 间 复 杂 度 
一 样 . 
(2) 如 果 采 用 7 个 一 组 的 分 法 ,Select 算法 找 m* 的 递归 调用 的 子 问 题 规模 将 变 成 n/7， 


分 治 匡 略 


而 在 划分 后 求解 第 & 小 的 子 问题 规模 将 至 多 不 超过 原来 问题 规模 的 10/14 二 5/7, 于 是 关于 
时 间 复 杂 度 函数 的 递 推 方程 变 成 
5n 


Wn) = w(t+w( 池 jt ow 


利用 递归 树 方法 求解 ,该 方程 的 解 是 W(n) 二 O(n), 与 5 个 一 组 的 分 组 方法 时 间 复杂 度 
一 样 . 

2.14 算法 设计 思想 : 规定 S 的 中 位 数 z 是 从 小 到 大 排序 的 第 /2 个 数 . 用 xz 划分 S， 
比 工 小 的 整数 属于 Si ,z 本 身 也 放 到 S, ,其 余 的 属于 S:. 由 于 是 偶数 ,1S1| 一 |S,| 一 n/2. 
易 见 这 样 的 划分 满足 | >)z 一 > )z| 达 到 最 大 . 

ESI zx€S, 


由 于 找 中 位 数 和 划分 的 时 间 都 是 O(n) ,因此 该 算法 的 时 间 复 杂 度 是 T(n) 二 O(n). 
2.15 (1) 算法 A 每 次 调用 Findmax 需要 O(n) 时间, 调用 i 次 ,于 是 
TA(n) = OGin) = On) 
算法 B 排序 时 间 是 O(nlogn) ,输出 时 间 是 0(2) ,于 是 
Ts(n) =O(nlogn) + O0(2) = O(nlogn) + O(nm®) 
=O(nlogn) 

(2) 算法 C 的 设计 思想 : 设 k 表示 第 i 大 元 素 在 从 小 到 大 排 好 序数 组 中 的 下 标 , 即 4 一 
7 一 ;十 1. 用 选择 算法 确定 这 个 元 素 rz; 然后 用 工 划 分 S ,将 比 工 大 的 放 到 后 边 ;排序 S 中 从 
& 到 的 元 素 , 倒 序 输出 . 

算法 C 

输入 : n 个 数 的 数组 S 

输出 : 倒序 排列 的 前 i 个 大 的 数 

1 Sei!l 

2. Xx<Select(S,k) 
3. 采用 划分 算法 Partition ,将 S 中 比 大 的 数 交 换 到 S[k 十 1..n] 
4 
5 


. 对 SLk..nj 排 序 
.从 后 向 前 输出 S[k..n] 
以 比较 作为 基本 运算 ,该 算法 的 第 2 行 用 On) 时间, 第 3 行 用 O(n) 时 间 , 第 4 行 用 
0O(ilog 让 时 间 , 于 是 总 时 间 为 
Te(z) = O(n) + On) + OCilogi) = O(n) + On logn’*) = O(n) 
2.16 (1) 算法 设计 思想 : 利用 找 最 大 和 最 小 的 算法 FindMaxMin, 输 出 S 中 最 大 mazx 
和 最 小 min, 令 Tmaz,y<min 
该 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 FindMaxMin 算法 复杂 度 , 即 
W(n) = 3n/2—2 


(2) 算法 设计 思想 : 

1. 按照 递增 顺序 排序 S 中 的 数 

2. 令 c 是 第 二 个 数 减 去 第 一 个 数 的 差 

3. 从 第 三 个 数 开始 ,顺序 计算 与 前 一 个 数 的 差 并 与 c 比较 
4. n 一 1 个 差 中 的 最 小 差 所 对 应 的 两 个 数 就 是 所 求 的 数 
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该 算法 的 第 一 步 需 要 O(nlogn) 时 间 , 第 2 步 常 数 时间 , 第 3 步 需 要 O(z) 时 间 , 因 此 总 

时 间 是 
W(n) = O(nlogn) + O(1) + O(n) = O(nlogn) 

2.17 算法 设计 思想 : 以 s/2 作为 标准 把 工 划 分 成 A 与 BB, 使 得 A 中 的 元 素 小 于 /2， 
B 中 的 元 素 大 于 s/2. 如 果 存 在 满足 要 求 的 x 与 y, 那 么 必然 是 A 和 B 每 个 集合 各 1 个 . 对 
A 与 B 中 较 小 的 集合 排序 ,依次 处 理 另 一 集合 的 元 素 x. 通过 对 排序 集 进 行 二 分 查找 ,看 看 
是 否 存在 y 与 x 之 和 等 于 ;. 

算法 SumEqual 

输入 : 整数 集合 工 ,整数 

输出 : 如 果 存 在 工 中 元 素 z 和 ,使 得 zx 十 y= 二:, 则 输出 z,y; 否 则 输出 0 

1. 用 s/2 将 工 中 的 数 划分 成 A 和 B, 使 得 A 中 元 素 小 于 s/2,B 中 元 素 大 于 /2 

2. 令 |A|=a,| 了 | 一 0， 

3. if a>b 
4. then 按照 从 小 到 大 顺序 排序 B 中 元 素 
6 


对 A 中 每 个 元 素 x 利用 二 分 查找 检查 在 B 中 是 否 有 元 素 y ,使 得 xy 一 
. else ”按照 从 小 到 大 顺序 排序 A 中 元 素 


y 对 B 中 每 个 元 素 y 利用 二 分 查找 检查 在 A 中 是 否 有 元 素 zx ,使 得 + 十 y 二 s 

假设 划分 后 较 小 集合 元 素数 为 m, 算 法 的 最 坏 情况 的 复杂 度 是 
W(n) = O(n) + Omlogm) + O(nlogm) = O(nlogm) 

该 算法 在 m 生 n 时 是 有 效 的 ,但 最 坏 情 况 ( 当 mm 与 n 的 比 是 常数 时 ) 是 O(nlogn) 时 间 的 
算法 . 

另 一 种 可 行 的 算法 : 排序 工 中 的 元 素 , 然 后 依次 处 理工 中 的 元 素 z, 用 二 分 检索 看 看 是 
否 存 在 y 满足 x 十 y= 二 s. 这 个 算法 是 O(nlogn) 时 间 的 算法 . 

2.18 算法 设计 思想 是 : 先 依 次 计算 每 个 点 到 原点 的 距离 di ,ds ,…,d, ,从 其 中 找 出 第 
Vn 小 的 距离 di ,依次 将 每 个 点 的 距离 与 d; 比较 ,如 果 小 于 d;, 则 是 满足 要 求 的 点 . 

算法 FindPoint(A,B) 

输入 : A 一 (zzz),B 一 (yy yr) 分 别 为 nn 个 点 的 横 、 纵 坐标 

输出 : 距离 原点 最 近 的 Vn 个 点 的 标号 

1. fori<l ton 

2. di VT 

3. kn 
4. 在 {di,d;，,…,d,} 中 找 第 小 的 元 素 6 
5 
6 


. 把 每 个 di 与 5 比较 ,把 k 个 小 于 等 于 6 的 di; 及 其 下 标 i 存放 到 C 中 
. 对 C 中 di; 按照 从 大 到 小 顺序 排序 , 若 移动 di 时 其 下 标 i 同时 移动 
7. for j<1l tok return C[j] 二 d; 的 下 标 i 
上 述 算法 在 第 1 行 和 第 2 行 的 时 间 是 O(n), 第 4 行 调用 Select 算法 ,时 间 也 是 O(n)， 
第 5 行 的 比较 执行 O(n) 次 ,每 次 执行 用 常数 时 间 , 共 执行 O(n) 时 间 , 第 6 行 的 排序 是 
OCklogk) 时 间 , 而 二 O(n) ,第 7 行 输出 是 O(k) 时 间 . 以 比较 做 基本 运算 ,总 时 间 是 


W(n) = O(n + Oklogk) = O(n) + O(nlogyn) = O(n) 
2.19 算法 的 设计 思想 : 如 果 A 中 只 有 2 个 数 ,那么 比较 1 次 就 可 以 确定 最 大 数 与 最 章 
小 数 . 否则 ,将 A 划分 成 相等 的 两 个 子 集 A, 与 A*. 用 算法 MaxMin 递归 地 在 A, 与 A, 中 
找 最 大 与 最 小 . 令 wa ,az 分 别 表示 A, 与 As 中 的 最 大 数 ,b 与 5 分 别 表示 Ai, 与 A, 中 的 最 
小 数 ,那么 max{a ,az } 与 min{ ,2 } 就 是 所 需要 的 结果 . 算法 的 伪 码 如 下 : 


MaxMin(A.,s,/) // 求 数组 A[s.. 中 的 最 大 元 素 max 和 最 小 元 素 min 
1. if s=/—1 

2. then if A[s]=<AL[l] then mazxr<—A[l];min<—ALs] 
时 else min<—A[l];mazr<-AlLs]. 

4. else 

5 k<(s 二 1)/2 

6. MaxMin(A,s,k) 

bg a—mar; bl—min 

8 MaxMin(A.,k+1,0D) 

9 a mar; bs<—min 

10. if a >as then mar<a 

MW else max<—as 

12. if 61 =<b, then min<—bi 

13, else min<—b; 

14. return maz ,min 


为 计算 给 定数 组 , 仅 需 调用 MaxMin(A,1,n) 即 可 . 
设 比 较 次 数 为 T(x) , 则 
T(n) = 2T(n/2)+2 
Wry =1 
用 ?一 2 换 元 得 到 
H(k) = 2H(k—1)+2, H(1)=1 
解 得 
HR) 一 号 二 2 一 
从 而 得 到 
T(n) = 3n/2—2 
2.20 采用 芯片 测试 算法 Test. 将 个 人 分 成 /2 组 ,每 组 2 个 人 ,如 果 2 个 人 的 回答 
相同 , 则 他 们 或 都 是 诚实 的 ,或 都 说 了 谎 . 如 果 回 答 不 同 , 则 至 少 1 个 人 说 谎 . 回答 相同 的 组 
中 任意 保留 1 人 进入 下 一 轮 , 回 答 不 同 的 2 人 都 淘汰 . 当 有 轮空 的 人 时 需要 单独 处 理 . 根据 
芯片 测试 算法 的 分 析 ,经 过 一 轮 测 试 后 .人 数 至 少 减 半 , 且 进入 下 一 轮 的 诚实 的 人 数 多 于 可 
能 说 谎 的 人 数 . 该 算法 的 时 间 复 杂 度 与 Test 算法 一 样 ,是 O(z). 
2.21 (1) 依次 调用 选择 算法 Select(S,k;) ,i 一 1,2,…,r. 每 次 调用 最 坏 情况 下 的 时 间 
复杂 度 为 O(n) ,总 共 调 用 7 次 ,因此 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(n7). 
(2) 当 r 二 1 时 .采用 分 治 策略 ,假设 原始 输入 是 (S,K), 其 中 KK 二 {i,ks,…,k,}. 取 
t 二 r/2, 调 用 Select 算法 计算 S 的 第 k, 小 z. 用 工 将 S 划分 成 不 超过 xz 的 数 的 集合 S; 和 大 
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上 


于 并 的 数 的 集合 Sg. 从 而 将 原 问 题 归 约 为 (Si , Ki ) 和 (SE ,Ks) 两 个 + 减 半 的 子 问 题 ,其 中 
Ki 一 (ki,ka sk 1) ,Kr 一 {kriskits，…,k,}. 递归 求解 (Si ,Ki) 和 (Sk ,Kx) 即 可 . 

设 原 始 问 题 (S,K) 的 规模 为 n 和 7, 其 中 ==1S|,r==|K1. 经 过 归 约 得 到 两 个 子 问题 ， 
不 妨 设 + 是 偶数 ,那么 (Si ,Ki) 的 规模 不 超过 nn、r/2,(Sx，, Kx) 的 规模 不 超过 n,、r/2. 令 
T(n,r) 是 对 (S,K) 的 工作 量 , 那 么 有 

Tl(nyr) = Tm »r/2) + Tns,r/2) + O(n) | 
TY 一 

上 述 递 推 式 中 的 O(n) 包 含 求 S 第 ,小 的 数 z 的 工作 量 以 及 用 xz 划分 S 的 工作 量 . 用 递归 
树 求解 . 不 难看 出 ,在 递归 树 的 每 一 层 结 点 上 的 工作 量 之 和 都 等 于 O(n) ,总 计 logr 层 ,因此 
总 工作 量 T(n,r)==O(nlog7). 

2.22 算法 如 下 : 

1. 对 B 排序 

2. 对 每 个 A 元 素 在 B 中 二 分 检索 ;如 果 存 在 , 则 删除 B 中 相等 的 元 素 

3. 将 A 中 元 素 放 到 输出 集合 C 中 

4. 将 B 中 剩余 元 素 加 到 CC 集合 中 

该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogm) 二 O(nloglogn). 

2.23 算法 如 下 : 

1. 用 Select 算法 找 第 n/4 小 的 数 a 和 第 3n/4 小 的 数 5 

2. if 一 then return“ 无 解 ” 

3. else 用 a 和 65 划分 数组 A 为 Ai,A;,A;,A,,A; ,其 中 Al 的 数 二 a,A;s 的 数 二 a,A; 的 

数 二 a 且 小 于 5b,A, 的 数 二 bp.A; 的 数 二 b 

4. if A; 非 空 , 则 A; 中 的 任意 数 都 为 近似 中 值 ,否则 无 解 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 O00). 

2.24 算法 设计 思想 : 对 A 排 序 , 相 同 的 元 素 是 连续 分 布 的 . 通过 一 轮 顺 序 比 较 对 每 
种 元 素 进 行 计 数 , 同 时 保留 个 数 最 多 的 元 素 , 最 后 将 保留 的 元 素 输出 即 可 . 算法 时 间 复 杂 度 
为 T(n)=O(nlogn). 

2.25 算法 设计 思想 如 下 : 

1. 求 ,zxs，…，, Xz, 的 中 位 数 工 ， 
. 用 ,划分 数组 {zi ，zs，…， x,) ,使 得 比 xz; 小 的 放 入 集合 , 比 zw 大 的 放 和 人 XR 
. 计算 XX 中 数 的 概率 之 和 P(XL) 
.如果 P(XL) 二 1/2, 那 么 输出 zw 
. 如 果 P(XL) 二 1/2, 且 1 一 P(XL) 一 p(xz,) 二 1/2, 那 么 输出 za 
. 如 果 PCX )<1/2, 且 1 一 PC ) 一 上 (zw) 二 1/2, 那 么 zx 在 XR 中 . 对 Xk 类 似 地 递归 

处 理 , 找 到 它 的 中 位 数 , 划 分 Xe ,注意 在 计算 划分 元 素 两 边 数 的 概率 之 和 时 需 对 整 
个 X 中 的 数 计算 

7. 如 果 PCX) 二 1/2, 那 么 zx 在 XL 中 . 对 Xi 如 步骤 6 类 似 地 递归 处 理 

找 中 位 数 z, 、 划 分 数组 ,计算 概率 之 和 总 计时 间 为 0(n) ,处 理 后 子 问题 规模 减 半 ,于 是 
算法 的 时 间 复 杂 度 T(z) 满 足下 述 方程 

T(n) = T(n/2)+ O(n), T(1)=0 


wy 


解 得 T(n) 二 O(n). 
2.26 设 油 井 的 纵 坐 标 为 yy ,ys，…,y,, 满 中 章 


足 二 yw 三 … 二 yy ;不妨 设 n 是 偶数 . 如 图 2.3 王 » 
所 示 ,假设 y 为 主管 线 位 置 的 纵 坐 标 , 且 
Yr2 所 了 < yuan 

即 y 的 上 方 和 下 方 的 油井 个 数 一 样 多 ,都 是 
n/2. 广 

如 果 把 > 向 下 移动 A 距离 , 且 有 个 油井 2 
的 位 置 由 主管 线 的 下 方 移动 到 上 方 . 那么 原来 ”| ye 
在 主管 线 上 方 的 每 个 油井 都 增加 支管 线 长 度 A， 
总 计 增加 长 度 (n/2)A . 原来 在 > 一 A 位 置 下 方 ”所 
的 每 个 油井 减少 支管 线 长 度 A, 总 计 减 少 长 度 ” 厂 尺 
(Ca/2 一 DA . 剩 下 的 上 个 油井 原来 在 主管 线 下 . 
方 ,现在 变 到 主管 线 上 方 ,每 个 减少 支管 线 长 度 
小 于 A( 也 许 还 有 增加 支管 线 长 度 的 油井 ) ,因此 o 


“和 


减少 的 总 量 3 二 kA. 综合 考虑 以 上 三 种 情况 ,各 图 2.3 y 为 中 位 数 
支管 线 的 长 度 之 和 增加 了 


(an/2WA— [Ln/2—RATO > (an/2WDA— [Ln/2— RA+RA]=0 

这 说 明 主 干线 从 中 点 位 置 下 移 , 只 能 增加 支管 线 的 总 长 度 . 类 似 的 分 析 可 以 证 明 , 如 果 主 干 
线 从 中 点 位 置 上 移 , 同 样 增加 支管 线 的 总 长 度 . 

对 于 7 为 奇数 的 情况 ,同样 可 以 证 明 ,主管 线 的 纵 坐 标 位 置 *= yw+u 是 最 佳 选择 . 

根据 上 述 分 析 ,算法 设计 思想 是 : 

1. 取 wm yy，…yv 的 中 位 数 y 

2. 令 管 线 纵 坐标 等 于 y 

该 算法 的 时 间 复 杂 度 是 Select 算法 的 运行 时 间 , 即 O(). 

2.27 设 ) 个 商店 的 坐标 是 (zwm),(Czyy),…, (Cryw) ,问题 的 解 (z,y) 满 足 

min{ | xw—wy | 十 | y= [BF| zws | 二 | ys [+ 
十 | 去 一 去 上 二 | 3 — 5 10S rym 

由 于 横 、 纵 坐标 是 互相 独立 的 ,于 是 得 到 


mint| w—wi | 十 | gs—ws | + | —iz | B= Dlam} 


min{| y— yi | 十 | y— yz | 十 … 十 | y—y, || y= 0,1,.,m} 
类 似 于 习题 2. 26 石油 管道 选择 问题 的 证 明 , 只 要 选取 z 为 {fziyza,…yz} 的 中 位 数 ,y 为 
{yyy yw) 的 中 位 数 , 上 述 公 式 达 到 最 小 值 . 

算法 设计 思想 : 取 zi ,zs，… ,zx, 的 中 位 数 作为 z ,yi ,ys，…,y, 的 中 位 数 作 为 y 即 可 , 算 
法 时 间 复 杂 度 为 O(n). 

2.28 算法 的 主要 思想 是 : 在 二 分 归并 排序 算法 中 附加 计数 逆序 的 工作 . 在 递归 调用 
算法 分 别 对 子 数 组 工 ; 与 L, 排序 时 ,分别 计数 每 个 子 数组 内 部 的 逆序 ;在 归并 排 好 序 的 子 数 
组 Li 与 L; 的 过 程 中 ,附带 计数 已 的 元 素 与 L; 的 元 素 之 间 产 生 的 逆序 . 假设 L, 是 前 半 个 
数组 ,L, 是 后 半 个 数组 . 如 果 Li; 的 最 小 元 素 工 大 于 工 * 的 最 小 元 素 y; 那 么 算法 将 从 工 ; 中 
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取 走 y. 这 时 志 中 的 每 个 元 素 都 和 y 构成 逆序 ,所 增加 的 逆序 数 恰好 等 于 此 刻 Li 中 的 元 
素 总 数 . 相反 ,如 果 Li 的 最 小 元 素 x 小 于 L; 的 最 小 元 素 y, 那 么 算法 将 从 LL 中 取 走 x. 这 
时 工 , 中 的 每 个 元 素 都 不 会 和 zz 构成 逆序 ,因此 不 必 改 变 道 序 总 数 . 在 算法 运行 中 ,每 次 把 
这 样 增加 的 逆序 数 加 到 逆序 总 数 上 . 

初始 逆序 数 N=0, 进 入 递归 算法 ,算法 的 主要 步骤 是 ， 

1. 将 数组 L 从 中 间 划 分 成 前 后 两 个 子 数组 志和 工 : 

2. 递归 处 理工 ， 

3. 递归 处 理工 

4. 在 归并 工 与 L, 时 计数 Li 与 L, 的 元 素 产 生 的 逆序 数 ,并 将 mw 加 到 N 上 

该 算法 的 第 2 步 和 第 3 步 是 递归 调用 ,每 个 子 问题 的 规模 都 是 原 问 题 规模 的 1/2, 第 
4 步 每 次 比较 至 少 拿 走 1 个 元 素 ,因此 元 素 之 间 的 比较 次 数 与 二 分 归并 排序 算法 的 比较 次 
数 一 样 ,是 ”一 1 次 . 如 果 以 比较 运算 为 基本 运算 ,对 于 输入 规模 为 n 的 数组 所 做 的 比较 次 
数 为 T(n) ,那么 有 

T(n) = 2T(n/2)+n—1 
fe =0 
这 就 是 二 分 归并 排序 算法 的 递 推 方程 ,因此 得 到 
T(n) =n logm 一 7 十 1 

2.29 (1) 算法 的 主要 步骤 是 : 

@ 用 1 个 螺母 与 所 有 的 螺栓 尝试 ,将 螺栓 划分 成 比较 小 的 子 集 Bi 与 比较 大 的 子 集 
了 B: ,同时 找到 自己 的 配套 螺栓 y. 

@ 把 每 个 没有 匹配 的 螺母 与 > 匹配 . 如果 它 小 于 y, 则 把 它 放 在 集合 A 中 ;否则 放 在 
A;: 中 . Ai 中 的 螺母 应 该 在 Bi 中 找 与 之 配套 的 螺栓 ;A 中 的 螺母 应 该 在 B。 中 找 与 之 配套 
的 螺栓 .这样 就 得 到 两 个 规模 为 s 和 一 ;一 1 的 子 问 题 ,其 中 s==1Bi1. 

@ 递归 处 理 两 个 子 问题 . 当 子 问题 规模 为 1 时 ,不 需要 尝试 ,可 直接 匹配 . 


(2) 递 推 方程 是 
TO 一 二 一 
hes =0 
该 方程 与 快速 排序 算法 的 方程 类 似 ,最 坏 情况 下 为 W(n) 二 Ol?), 平 均 情况 下 为 A(m) 一 
Onlogn). 


2.30 (1) 顺序 从 下 到 上 测试 ,一 次 一 个 高 度 , 最 坏 情况 下 时 间 W(n) 二 OC). 
(2) 二 分 查找 算法 , 取 n/2 高 度 进行 第 一 次 测试 ,如 果 瓶 子 没有 摔 碎 ,那么 它 的 强度 位 
于 n/2 十 1 到 之 间 ; 如 果 摔 碎 了 ,那么 它 的 强度 位 于 1 到 /2 一 1 之 间 . 每 次 测试 需要 一 个 
瓶子 的 代价 ,测试 后 查找 的 范围 减 半 . 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 W(n) 二 O(logn). 
(3) 为 简单 起 见 ,不 妨 设 Vn 为 整数 . 将 高 度 1.2,…,n 分 成 Vn 个 组 ,每 组 Vn 个 高 度 , 即 第 
7 组 含有 的 高 度 为 
人 一 1) 二 1,G 一 1) 十 2 ,Got Wa, j=1,2,. Wn 
取 第 一 个 瓶子 ,从 下 到 上 顺序 测试 每 组 的 最 大 高 度 , 即 高 度 Vn,2 Vn,…,n. 如 果 前 j 一 1 组 
的 检查 中 瓶子 都 没有 摔 碎 ,而 在 第 j 组 检查 时 瓶子 摔 碎 了 ,那么 玻璃 瓶 的 强度 处 在 第 j 组 内 


的 Yn 个 高 度 值 之 中 . 于 是 ,至 多 经 过 Vi 次 测试 , 竺 检查 的 高 度 范围 就 缩 站 到 原来 的 -二 接 


着 取 第 二 个 瓶子 ,从 下 到 上 顺序 测试 第 j 组 的 Yr 个 高 度 , 至 多 经 过 Vn 次 测试 ,就 可 以 得 到 
瓶子 的 强度 . 测试 次 数 满足 
W( = OW + OWn) = OWn) 

(4) 和 (3) 的 情况 类 似 ,因为 瓶子 有 k 个 ,我 们 希望 每 个 瓶子 的 测试 工作 量 尽 可 能 均衡 ， 
都 是 mm*. 每 次 分 组 的 组 数 都 是 ww*. 为 简单 起 见 ,这 里 不 妨 设 ww“ 为 整数 . 

初始 ,对 于 给 定 的 ,将 高 度 1,2,…,n 分 成 w* 组 ,每 组 wn“?* 个 元 素 . 用 第 一 个 瓶子 
从 下 到 上 顺序 测试 每 组 的 最 大 高 度 , 至 多 mw “次 测试 ,就 可 以 确定 瓶子 强度 所 在 的 组 ,测试 
规模 缩小 为 a“?4*, 剩 下 k 一 1 个 瓶子 样品 ,测试 时 间 Wi (mw) 二 OC). 

接着 ,将 mn*-?* 高 度 仍旧 分 成 iw“* 个 组 ,每 组 nw*”* 个 高 度 . 取 第 二 个 样品 进行 类 似 的 
测试 ,至 多 测试 ww* 次 就 可 以 确定 强度 所 在 的 分 组 ,测试 规模 缩小 为 nx*”“*, 剩 下 k 一 2 个 瓶 
子 样品 ,时 间 W; (nm) 二 O(n*). 

如 此 继续 ,每 轮 测试 的 次 数 都 是 ww*, 所 含 高 度数 不 断 减少 ,依次 为 n%? 了 %,n%3， 
Do 直到 第 4 个 样品 (最 后 一 个 样品 ) 时 , 待 测 高 度 只 剩 下 mw“ 个 . 于 是 经 过 从 下 到 上 
至 多 允 “次 测试 就 可 以 确定 瓶子 的 强度 . 总 的 测试 时 间 为 

Wn) = Wi(n) 十 机 :az) 十 …… 十 WCG) 一 ADOGCa4) 一 OCR ) 
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动态 规划 


1. 基本 概念 

动态 规划 (dynamic programming) 是 一 种 求解 多 阶段 决策 (优化 ) 问 题 的 算法 设计 技术 ， 
其 主要 思想 是 : 将 原 问 题 归 约 为 规模 较 小 、 结 构 相 同 的 子 问题 ,建立 原 问题 与 子 问 题 优 化 函 
数 间 的 依赖 关系 . 从 规模 最 小 的 子 问题 开始 ,利用 上 述 依赖 关系 求解 规模 更 大 的 子 问题 , 直 
到 得 到 原始 问题 的 解 为 止 . 

动态 规划 算法 的 适用 条 件 ”适用 于 求解 多 阶段 决策 (优化 ?问题 ,该 问题 的 解 可 以 表示 
为 一 个 决策 序列 , 且 满 足 优化 原则 (或 最 优 子 结构 性 质 ) , 即 一 个 最 优 决 策 序列 的 任何 子 序列 
本 身 一 定 是 相对 于 子 序列 的 初始 和 结束 状态 的 最 优 决策 序列 . 

对 于 规模 大 的 实例 ,对 存储 空间 的 需求 是 该 算法 的 瓶颈 . 

主要 设计 步骤 

1. 写 出 所 要 求解 的 组 合 优化 问题 的 目标 函数 和 约束 条 件 . 

2. 确定 子 问 题 的 结构 与 边界 ,将 问题 求解 转变 成 多 步 判断 的 过 程 . 

3. 定义 优化 函数 ,以 该 函数 的 极 大 值 或 者 极 小 值 作为 判断 的 依据 ,确定 是 否 满足 优化 


4. 列 出 有 关 优 化 函数 的 递 推 关系 和 边界 条 件 . 

5. 根据 问题 的 解 的 不 同情 况 ,考虑 是 否 需 要 设立 标记 函数 . 

6. 从 初 值 开始 , 自 底 向 上 计算 每 个 子 问题 的 优化 函数 值 (有 的 需要 同时 计算 标记 函 
数 ) ,并 以 备忘录 的 方式 存储 所 有 的 中 间 结 果 . 

7. 如 果 有 标记 函数 , 则 根据 标记 函数 逐步 追踪 问题 的 解 . 

2. 时 间 复 杂 度 的 分 析 方法 

时 间 复 杂 度 取决 于 备忘录 (包括 优化 函数 及 标记 函数 ) 中 每 个 项 的 计算 工作 量 , 以 及 用 
标记 函数 追踪 解 的 工作 量 . 大 多 数 情况 下 ,追踪 解 的 工作 量 不 超过 优化 函数 计算 的 工作 量 ， 
因此 可 以 根据 递 推 关 系 确定 备忘录 中 每 个 项 的 计算 工作 量 ,然后 对 这 些 工 作 量 求 和 . 

3. 典型 的 动态 规划 算法 

矩阵 链 相 乘 “MatrixChain(P.z) 给 定 和 矩阵 链 Al..n 二 Ai1As…A,, 其 行 和 列 数 为 向 量 
卫 王 二 Pu ,Pi ,…,P,>, 其 中 Pu 是 Ai 的 行 数 ,Pi(i 二 1,2,…,n 一 1) 是 A; 的 列 数 和 Ai+i 的 
行 数 ,P, 是 A 的 列 数 . 通过 加 括号 确定 具有 最 少 乘 法 次 数 的 运算 顺序 . 


动态 规划 


设 子 问题 Ai ;是 矩阵 链 A;Airy…A; 的 计算 , 令 m[i, 门 是 计算 A. 的 最 少 的 乘法 次 
数 , 则 章 


0 一 
"Lisj] = | min (mLisk] + me t+1sj] HP PP) ii<Pm1Sisjs<" 
it 


用 标记 函数 s[i, 门 记录 使 得 优化 函数 mx[i, 站 达到 最 小 值 时 的 & 值 ,可 用 于 追踪 加 括号 的 位 
置 ,备忘录 是 nXn 的 m[i, 门 表 和 s[i, 门 表 ,i,j 二 1,2,…,n, 时 间 是 O(n ). 
背包 问题 (knapsack problem) 一 个 旅行 者 准备 随身 携带 一 个 背包 . 可 以 放 入 背包 的 
物品 及 种 ,每 种 物品 的 重量 和 价值 分 别 为 zw 和 wj ,j= 二 1,2,…,n. 如 果 每 种 物品 放 入 背包 
的 数量 不 限 ,背包 的 最 大 重量 限制 是 65, 怎样 选择 放 入 背包 的 物品 以 使 得 背包 的 价值 最 大 ? 
使 用 组 合 优化 问题 的 描述 方法 , 设 x; 表示 装 入 背包 的 第 j 种 物品 的 数量 ,背包 问题 可 
以 描述 为 


目标 函数 max 》) vz 
了 一 1 


约束 条 件 uri 之 6 


j=1 
zi EN, j=1,2,.n 
当 每 种 物品 只 有 1 个, 即 xz; 只 能 取 0 或 1 时 , 称 为 0-1 背包 问题 . 
使 用 动态 规划 的 方法 求解 背包 问题 . 设 Fi(y) 表 示 只 允许 装 前 种 物品 ,背包 总 重 不 
超过 > 时 背包 的 最 大 价值 , 则 
Fi(y) = max{(F CCy) Fy—w) to , k=1,2,. nn, y= 1,2,.°,b 
Fo(y)=0 0<y<b 
FQ) 一 人 OEken 
Fi(y)=—%% y<=0 
根据 上 面 的 递 推 式 , 当 k==1 时 ,可 以 得 到 


FiCy) = [之 | 


令 zy) 表 示 在 计算 优化 函数 值 Fi(y) 时 所 用 到 物品 的 最 大 标号 , 则 


EE 

i es SU MW 
k Fi(y) < Fi(y— wi) tv 
1 宇 w 

i = 
0 y=w 


该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nb). 
最 长 公共 子 序列 LCS(X,Y,m,n) ”给 定 长 度 分 别 为 m 和 nn 的 序列 X 和 Y, 求 X 与 
Y 的 最 长 公共 子 序列 Z. 
设 Xi; 王 之 zi ,x2 sz 这 ,一 过 y1,y2，"… sj, 设 CLi, 站 表示 Xi 与 Y 的 最 长 公共 
子 序列 的 长 度 , 则 
2 如 果 i,j 之 0, z; 一 多 
max{C[i,j 一 1],C[i 一 1,j]} 如果 i,j 这 0, zi 
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i 一 12 ， 了 一 1;2,， 
CL0w]= CLi0] =0; 对 一 切 1 寺 2 和 my 1 和 jn 

令 B[i, 门 为 标记 函数 . 在 归 约 为 子 问题 时 ,如 果 C[i, 站 归 约 为 C[i 一 1,j 一 1], 则 
BLi 门 = ”5; 若 归 约 为 CLi 一 巧 , 则 B[Li 门 一 一”; 若 归 约 为 C[i 一 1, 让 , 则 B[i,j]= 二 “4”. 
算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 OGmn). 

图 像 压 缩 Compress(P,n) 给 定 图 像 的 灰 度 值 序列 P 二 二 pi ,加 ,加 人 ,其 中 访 为 
第 i 个 像素 的 灰 度 值 , 采 用 变 位 压缩 存储 格式 ,如 何 对 P 进行 分 段 , 以 使 得 存储 已 占 用 的 二 
进 制 位 数 达 到 最 少 ? 

设 S[ 门 表示 输入 为 二 pi , 思 ,…, 户 二 时 按 最 优 分 段 存储 所 使 用 的 二 进 制 位 数 , 则 

S[i] = din ,so (SLi—7] + jx6[i—j+ 1 十 11》 i= 2,3,",n 


Si] 三 姑 i 坷 十 三 
其 中 Li 一 /十 1, 详 表示 最 后 一 段 二 儿 -i+ 和 : 访 盖 中 的 最 大 灰 度 值 在 存储 时 所 占用 的 二 进 
制 位 数 . 11 是 存储 该 分 段 信息 的 额外 开销 . 用 标记 函数 ![ 详 记录 进行 最 优 划分 时 最 后 一 段 
的 像素 个 数 ,可 用 于 追踪 达到 最 小 存储 位 数 时 的 分 段位 置 . 该 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 
度 为 O(n). 
最 大 子 段 和 MaxSum(A,n) 给 定 n 个 整数 的 序列 A 二 二 a ,as,…,a, 二 , 求 


max{0， max Sa) 


lS<i<j<n t= 
定义 C[ 刀 是 输入 A[1.. 站 中 必须 包含 元 素 A[ 门 的 最 大 子 段 和 ,最 优 解 为 OPT(A), 则 

C[i] = max{C[i—1]+A[i],A[]} i= 2,° nn 

Cc[1] = A[1] 

OPT(A) = max{C[i])} 
该 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(n). 

最 优 二 分 检索 树 ” 设 S$= 一 zz,…'z 二 是 数据 集 , 称 (一 coyz),(Czyz)， mw， 
(ziyz) (zi 十 co) 为 第 0,1,2,…,7 个 空隙 . 与 S 相关 的 存 取 概率 分 布 是 P= 
过 ao yb yasbas odisbiris… sd 之 ,其 中 工 处 在 z; 的 概率 是 45;(i 二 1,2,…,n), 处 在 第 
j 个 空 阶 的 概率 是 aj(j 二 0,1,…,n). 求 一 棵 关于 S 的 二 分 检索 树 ,使 得 平均 比较 次 数 


t= Db(l+d(zi)) + 2 ad CD) 


达到 最 小 ,其 中 d(x;) 表 示 树 中 数据 结 点 zx; 的 深度 ,d(L; ) 表 示 树 中 空隙 结 点 L; 的 深度 . 

令 S [i,j]=<z;, xin ，;"… 9 二 表示 SUi 和 j 作为 边界 的 子 数据 集 ,P[i,j] 二 二 a;_1 9 
avoid+i 之 是 子 数 据 集 SLi 门 所 对 应 的 存 取 概 率 分 布 ,P[Li 门 与 SLz, 门 一 起 
构成 以 i 和 j 作为 边界 的 子 问题 . m[i,j 是 针对 这 个 子 问题 的 最 优 二 分 检索 树 的 平均 比较 
次 数 , 则 

mi[is7] = min{m[Li,k— 1]+m[g+i+1,7j+w[i,j]} 1<i<j<n 


m[isi—1]=0 i=1,2,°,n 
其 中 


w[isj] = >)as 二 2 


p=i1 
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是 PLi,j] 中 所 有 元 素 (包括 数据 元 素 与 空 阶 ) 的 概率 之 和 . 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 . 
On). 
章 


3.2 习 题 


对 于 本 章 与 算法 设计 有 关 的 习题 , 解 题 要 求 如 下 : 必须 对 优化 函数 和 标记 函数 的 含义 
给 出 说 明 , 列 出 子 问题 计算 中 所 使 用 关于 优化 函数 及 标记 函数 的 递 推 关系 和 初 值 . 根据 题 
目 要 求 给 出 迭代 实现 的 伪 码 并 估计 算法 的 复杂 度 . 如 果 题 目 给 出 具体 的 输入 实例 ,应 该 根 
据 给 定 实例 进行 计算 并 给 出 相关 的 备忘录 表 和 最 后 的 解 . 
3.1 用 动态 规划 算法 求解 下 面 的 组 合 优化 问题 ， 
max gliCzli) 十 gz(zz) 十 gs(Czs) 
好 十 对 十 好 入 10 
TI，T2 Ts 为 非 负 整数 
其 中 函数 gy(z) ,gs (zx) ,ga(z) 的 值 给 在 表 3. 1 中 . 


表 3.1 函数 值 
挛 gi1(x) g2 (XT) ga3(X) , g1(7) g2(T) ga3(T) 
0 2 5 8 2 KA 16 17 
1 4 10 12 3 聘 20 22 


3.2 设 4A= 一 rz ，…z 二 是 7 个 不 等 的 整数 构成 的 序列 ,A 的 一 个 单调 递增 子 序 
列 是 序列 过 zi ,za yz 之 ,使 得 五 < 庆 坪 <, 且 癌 二 zi 去 …… 苹 世子 序列 <z， 
zt 之 的 长 度 是 含有 的 整数 个 数 上. 例如 A 王 一 1,5,3,8,10,6,4,9 二 , 它 的 长 为 4 的 
递增 子 序列 是 : <1,5,8,10 二 ,一 1,5,8,9 二 ,…. 设计 一 个 算法 求 A 的 一 个 最 长 的 单调 递 
增 子 序列 ,分 析 算法 的 时 间 复 杂 度 . 设 算法 的 输入 实例 是 A 王 一 2,8,4, 一 4,5,9,11 二 ,给 出 
算法 的 计算 过 程 和 最 后 的 解 . 

3.3 有 个 底面 为 长 方形 的 货柜 需要 租用 库房 存放 . 如 果 每 个 货柜 都 必须 放 在 地 面 
上 , 且 所 有 货柜 的 底面 宽度 都 等 于 库房 的 宽度 ,那么 第 i 个 货柜 占用 库房 面积 大 小 只 需要 用 


它 的 底面 长 度 4 来 表示 ,i 二 1,2,…,n. 设 库房 总 长 度 是 D(1 之 DD 且 沁 4 > DD). 设 第 


i 号 货柜 的 仓储 收益 是 v;, 若 要 求 库房 出 租 的 收益 达到 最 大 , 问 如 何 选择 放 入 库房 的 货柜 ? 
车 14,ls，… ,1,,D 都 是 正 整 数 ,设计 一 个 算法 求解 这 个 问题 ,给 出 算法 的 伪 码 描述 并 估计 算 
法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

3.4 设 有 项 任务 ,加 工时 间 分 别 表示 为 正 整 数 嫩 ,ts,…,i. 现 有 2 台 同 样 的 机 器 ， 
从 0 时 刻 开 始 安排 对 这 些 任务 的 加 工 . 规定 只 要 有 待 加 工 的 任务 ,任何 机 器 就 不 得 闲置 . 如 
果 直 到 时 刻 荆 所 有 任务 都 完成 了 ,总 的 加 工时 间 就 等 于 T. 设计 一 个 算法 找到 使 得 总 加 工 
时 间 工 达 到 最 小 的 调度 方案 . 设 给 定 实例 如 下 : 

五 l, t=5, t=2, t=10, t=3 


试 给 出 一 个 加 工时 间 最 少 的 调度 方案 . 给 出 计算 过 程 和 问题 的 解 . 
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3.5 设 有 种 不 同 面值 的 硬币 ,第 i 种 硬币 的 币值 是 vi (其 中 vw 一 1) ,重量 是 rw 一 
1,2,…,n 且 现 在 购买 某 些 总 价值 为 > 的 商品 ,需要 用 这 些 硬币 付款 ,如 果 每 种 钱币 使 用 的 
个 数 不 限 ,那么 如 何 选 择 付款 的 方法 使 得 付出 钱币 的 总 重量 最 轻 ? 设计 一 个 求解 该 问题 的 
算法 ,给 出 算法 的 伪 码 描述 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 假设 问题 的 输入 实例 是 : 


vl 1l, wv 4， vs 6, vw 8 
wl 1， vw 21 Ws 4， tw 6 
y= 12 


给 出 算法 在 该 实例 上 计算 的 备忘录 表 和 标记 函数 表 , 并 说 明 付 线 的 方法 . 

3.6 nn 种 币值 x1， x;,，…, x 和 总 钱 数 M 都 是 正 整数 . 如 果 每 种 币值 的 钱币 至 多 使 用 
1 次 , 问 : 对 于 M 是 否 可 以 有 一 种 找 零钱 的 方法 ? 设计 一 个 算法 求解 上 述 问题 . 说 明 算法 
的 设计 思想 ,分 析 算 法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

3.7 在 一 条 直线 的 公路 两 旁 有 ) 个 位 置 rz; ，z，…，zs 可 以 开 商 店 , 在 位 置 x; 开 商店 
的 预期 收益 是 p;, i 二 1,2,…,n. 如果 任何 两 个 商店 之 间 的 距离 必须 至 少 为 4 千 米 , 那 么 如 
何 选择 开设 商店 的 位 置 使 得 总 收益 达到 最 大 ? 

(1) 用 组 合 最 优化 方法 对 该 问题 建 模 , 写 出 目标 函数 与 约束 条 件 . 

(2) 设计 一 个 算法 求解 该 问题 ,说 明 算法 设计 思想 ,分 析 算 法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 
杂 度 . 


3.8 设 A= (a1,4s,…,a,) 是 正 整 数 的 集合 , 且 》}a; = N, 设计 一 个 算法 判断 是 否 能 


够 把 A 划分 成 两 个 子 集 A, 和 A, ,使 得 A 中 的 数 之 和 与 A* 中 的 数 之 和 相等 ? 说 明 算法 的 设 
计 思 想 , 估 计算 法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
3.9 有 项 作业 的 集合 本 二 {1,2,…,n) ,每 项 作业 i 有 加 工时 间 1 (2) EZ?* ,1(1)<1(2) 
壹 … 坟 1(n) ,效益 值 v0i) ,任务 的 结束 时 间 DE Zt ,其 中 Zt 表示 正 整数 集合 . 一 个 可 行 调度 
是 对 本 的 子 集 A 中 任务 的 一 个 安排 ,对 于 i€ A,f( 引 是 开始 时 间 , 且 满足 下 述 条 件 : 
7GD) 十 iD 过 7G) 或 者 FG) 十 4) 入 GD ji,i,j EA 
D0 3 Eh 


kEA 


设 机 器 从 0 时 刻 开 动 ,只 要 有 作业 就 不 闲置 , 求 具有 最 大 总 效益 的 调度 . 给 出 算法 的 伪 码 ， 
分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 

3.10 把 0-1 背包 问题 加 以 推广 . 设 有 nn 种 物品 ,第 i 种 物品 的 价值 是 wv;, 重 量 是 zw， 
体积 是 ci;, 且 装 入 背包 的 重量 限制 是 WW, 体积 是 V. 问 如 何 选 择 装 入 背包 的 物品 使 得 其 总 重 
不 超过 W, 总 体积 不 超过 V 且 价 值 达到 最 大 ? 设计 一 个 动态 规划 算法 求解 这 个 问题 ,说 明 
算法 的 时 间 复 杂 度 . 

3.11 有 个 分 别 排 好 序 的 整数 数组 A。,Ai,…,A,_1, 其 中 A; 含有 zx; 个 整数 ,i 二 0， 
1,…,n 一 1. 已 知 这 些 数 组 顺序 存放 在 一 个 圆 环 上 ,现在 要 将 这 些 数组 合并 成 一 个 排 好 序 的 
大 数组 , 且 每 次 只 能 把 两 个 在 圆 环 上 处 于 相 邻 位 置 的 数组 合并 . 问 如 何 选择 这 "一 1 次 合并 
的 次 序 以 使 得 合并 时 在 最 坏 情 况 下 总 的 比较 次 数 达到 最 少 ? 设计 一 个 动态 规划 算法 求解 这 
个 问题 ,说 明 算法 的 时 间 复 杂 度 . 

3.12 设 A 是 顶点 为 1,2,…,n 的 是 多边 形 ,可 以 用 不 在 内 部 相交 的 n 一 3 条 对 角 线 将 
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A 划分 成 三 角形 ,图 3.1 就 是 五 边 形 的 所 有 的 划分 方案 . 假设 凸 n 边 形 的 边 及 对 角 线 的 长 了 
度 ds 都 是 给 定 的 正 整 数 ,1<i<j 三 n. 划分 后 三 角形 z 的 权 值 等 于 其 周 长 , 求 具有 最 小 权 


值 的 划分 方案 . 设计 一 个 动态 规划 算法 求解 这 个 问题 ,说 明 算法 的 时 间 复 杂 度 . 


WOOOO 


图 3.1 五 边 形 的 划分 方案 


3.13 图 的 连通 性 问题 是 图 论 研究 的 重要 问题 之 一 ,在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 
通信 网 络 的 连通 问题 ,运输 路 线 的 规划 问题 等 . 一 个 著名 的 检查 图 的 连通 性 的 算法 就 是 
Warshall 算法 . 假设 D=<V,E>> 是 顶点 集 为 V= {zi,zz,…,z), 边 集 为 下 的 有 向 图 . 
nXn 的 0-1 矩阵 M= (六 ) 是 了 的 矩阵 表示 . 考虑 2 十 1 个 矩阵 构成 的 序列 Mu ,Mi ，…,M,， 
将 矩阵 Mi 的 i 行 j 列 的 元 素 记 作 Mi[i, 门 . 对 于 k= 二 0,1,…,n,Mi[i, 站 二 1 当 且 仅 当 在 图 
中 存在 一 条 从 z; 到 zz; 的 路 径 , 并 且 这 条 路 径 除 端点 外 中 间 只 经 过 {zi ,zs，…,zxs) 中 的 顶 
点 . 不 难看 出 Ms 就 是 M, 而 在 M, 中 如 果 M,[i, 门 =1, 则 说 明 D 中 zz; 与 zj 是 连通 的 . 
Warshall 算法 从 Mo 开始 ,顺序 计算 Mi ,M: ,…, 直 到 M, 为 止 . 利用 动态 规划 的 迭代 实现 
方法 来 实现 Warshall 算法 ,给 出 算法 的 伪 码 表示 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 假设 某 有 向 网 
络 的 结 点 是 a,b,c,d, 已 知 网 络 的 矩阵 表示 是 


© SS © 
oo 

OO- 
‘aa 


给 出 算法 在 这 个 实例 的 计算 过 程 和 结果 . 

3.14 考虑 3.3.7 节 中 提 到 的 带 权 编辑 距离 问题 . 设 Si,[1..nj 和 Ss[1..mj 表 示 两 个 序 
列 ,假设 插入 和 删除 操作 的 权 是 d, 蔡 换 操作 的 权 是 ~ 令 C[Li, 门 表示 序列 SiL1.. 站 和 
S:[1.. 门 的 最 小 权 编辑 距离 ,设计 一 个 算法 求解 该 问题 ,给 出 关于 CLi, 门 的 递 推 关系 并 分 析 
算法 的 时 间 复 杂 度 . 

3.15 某 机 器 每 天 接受 大 量 加 工 任务 ,第 ;天 需要 加 工 的 任务 数 是 xi。 随 着 机 器 连续 
运行 时 间 的 增加 ,处 理 能 力 越 来 越 低 ,需要 花 1 天 时 间 对 机 器 进行 检修 ,以 提高 处 理 能 力 . 
检修 当天 必须 停工 ,重启 后 的 第 i 天 能 够 加 工 的 任务 数 是 ;;, 且 满足 

[i 
我 们 的 问题 是 : 给 定 zi ,x2，…… Ty5152，… ss， 如 何 安 排 机 器 的 检修 时 间 , 以 使 得 在 nn 天 内 
加 工 的 任务 数 达 到 最 大 ? 设计 一 个 算法 求解 该 问题 . 

3.16 设 P 是 一 台 Internet 上 的 Web 服务 器 . T= {1,2,…,n}) 是 个 下 载 请 求 的 集 

合 , ViET,ai EV' 表示 下 载 请 求 i 所 申请 的 带宽 . 已 知 服务 器 的 最 大 带宽 是 正 整 数 K. 我 


们 的 目标 是 使 带宽 得 到 最 大 限度 的 利用 , 即 确定 T 的 一 个 子 集 S ,使 得 >a; 过 K, 且 KK 一 
i€ES 

> ai; 的 值 达到 最 小 . 设计 一 个 算法 求解 服务 器 下 载 问 题 , 用 文字 说 明 算法 的 主要 设计 思想 

iES 

和 步骤 ,给 出 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
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3.17 有 正 实数 构成 的 数字 三 角形 排列 形式 如 图 3. 2 所 示 . 第 一 行 的 数 为 ca ;第 二 行 
的 数 从 左 到 右 依 次 为 ca ,azz; 以 此 类 推 ,第 行 的 数 为 a yae，…， 


a 从 au 开 始 ,每 一 行 的 数 ay 只 有 两 条 边 可 以 分 别 通 向 下 一 行 的 过 各 
两 个 数 aury 和 QGi+DG+D 请 设计 一 个 算法 ,计算 出 从 au 通 到 Qnly a 2 EE 
am ,sam 中 某 个 数 的 一 条 路 径 ,并 且 使 得 该 路 径 上 的 数 之 和 达到 , 
最 小 . ee 
图 3.2 数字 三 角形 


3.18 设 集合 A 二 {a,b,c) ,A 中 元 素 的 运算 满足 aa 二 ab 二 6 二 
bac 二 bc 二 ca 二 a,ba 二 cb 二 cc 二 c。 给 定 A 中 必 个 字符 组 成 的 串 zizs 
…zn， 设 计 一 个 算法 ,检查 是 否 存 在 一 种 运算 顺序 使 得 这 个 串 的 运算 结果 等 于 a. 如 果 存 在 ， 
则 回答 “1”, 否 则 回答 “0”. 例如 串 z=b6bba ,因为 存在 下 述 运 算 顺 序 ,使 得 

(bbO) Ba) = (bba) = bba) = bc =a 
因此 回答 “1”. 而 对 串 bca, 由 于 (bc)a==aa 二 6,b(ca) 二 ba 二 cc, 因 此 回答 “0”. 说 明 算法 的 设 
计 思 想 , 并 给 出 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 


3.3 习题 解答 与 分 析 


3.1 设 Fi(y) 表 示 对 二 ,zs，,… ,zs 赋值 ,上 且 十 如 十 … 十 或 三 y 时 所 得 到 的 目标 函数 
的 最 大 值 , 递 推 关 系 和 初 值 是 
Fi(y) = max {Fei(y— zx) grr)} 


0Sn<Y 

Fi(y) = gi1(Vy) 
针对 给 定 实例 的 计算 过 程 如 下 . 
k=1s 
F,(0)=2 wi=0 
Fi(1)=F.(2)=F1(3)=g(1)=4 wi = 
Fi(4)=F,(5)=F,(6)=F,(7)=F,(8)=g1(2)=7 i 二 2 
F,(9)=F,(10)=g1(3)=11 zi 一 3 
k=2; 
F,(0)=max{F1(0)+g:(0)}=7 zz=0 
Fi(1)=max{Fi(1)+g2(0) ,Fi(0)+g(1)}=12 zs—1 
F,(2)=max{F1(2) 二 +g2(0),F.(1)++g2(1)}=14 Wy 
F,(3)=max{F1(3)++g2(0),F.(2)+g2(1)}=14 ws=1 
F2(4) 一 max{F (4) 十 gz(0) ,PFC3) 十 gz(1) ,PFCO) 十 gz(2))} 一 18 一 和 
F2(5) 一 max{F (5) 十 gz(0) ,FIC4) 十 gz(1) ,PFC1) 十 gz(2)} 一 20 m= 
F,(6)=max{F1(6)++g2(0),F1(5)+g2(1),F(2)+ gs(2)}=20 尖 一 发 
F2(7) 一 max{F (7) 十 gz(0) ,PFC(6) 十 gz(1), PFC3) 十 gz(2)} 一 20 y= 
F,(8)=max{F1(8) 二 Tg2(0),F1(7)+Tg2(1),F (4)+ gs (2)}=23 = 
F,(9)=max{F1(9)++g2(0),F1(8)+g2(1),F1(5)+g2 (2),F1(0)+g2(3)}=23 Xz 二 


Fi(10)=max{F, (10)+ gs(0),F1(9)+g2(1) ,Fi(6)+g2(2) ,Fi(1)+g(3))}=24 zs= 
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=; 

F;(0)=max 
Fs3(1)=max{F;(1)+Tg3(0),F,(0)+g:3(1)}=20 
F;(2)=max{F,(2)+g3(0),F,(1)++g3(1)}=24 
Fs(3)=max{F;(3)+g3(0),F,(2)+gs(1)}=26 


{F2(0)+gs(0)}=15 

{ 

{ 

{ 
Fs(4)=max{F2(4)+gs(0),F:(3)+gs(1),F,(0)+ gs (2) 

:| 

{ 

{ 


}=26 Xi 二 
Fs(5)=max{F,(5)+ gs(0),F,(4)++gs(1),F,(1)+gs (2)}=30 w= 
Fs(6)=max{F,2(6) 二 gs(0),F2(5)+gs(1),F,(2)+g3(2)}=32 Xs 二 
Fs(7)=max{F2(7)+ gs(0),F,(6)+gs(1),F,(3)+gs(2)}=32 z= 
Fs(8)=max{F2(8)+g3(0),F,(7)+g3a(1),F,(4)+g3(2)}=35 3 一 
Fs:(9) 一 max{(Fz(9) 十 gs(0)，F2(8) 十 gs(1)，Fs(5) 十 gs(2) ,Fas(0) 十 gs(3)} 一 37 z= 


Fs(10)=max{F;2(10)+g3(0),F2(9)+gs(1),F2(6)+g3(2),F,(1)+gs(3)}=37 zs=2 
关于 中 间 结 果 的 备忘录 如 表 3. 2 所 示 . 


表 3.2 备忘录 
k=1 k=2 k=3 
> Fi(y) Zl F,(y) 2 F,(y) Ts 
0 2 0 了 0 15 0 
1 4 出 12 1 20 0 
2 4 1 14 1 24 1 
3 4 下 14 1 26 1 
4 人 2 18 2 26 1 
5 7 2 20 2 30 1 
6 7 2 20 2 32 1 
7 ba 2 20 2 32 1 
8 学 2 23 2 35 2 
9 1 3 23 2 37 2 
10 Wl 3 24 3 37 2 


从 而 得 到 ,Fs(10)==37, 此 刻 x 二 2, 于 是 
Xi+zi<10—2:=6 
再 查 F;(6)= 二 20, 此 刻 x; = 二 2, 于 是 
Xi<6—2=2 

再 查 F1(2)= 二 4 得 xz 二 1. 问题 的 解 是 : 在 z= 二 1,x; 二 2,xs 二 2 时 得 到 g(x) 十 gz (zxz) 十 
ga(zs) 的 最 大 值 37. 

3.2 使 用 动态 规划 设计 技术 . 对 于 i 二 1,2,…,n, 考 虑 以 zx; 作为 最 后 项 的 最 长 递增 子 
序列 的 长 度 C[ 让 . 如 果 在 ri 项 前 面 存 在 zj 二 xi; 那么 C[ 门 ==max{C[j]j}) 十 1; 否 则 C[ 门 = 
1. 因此 


max{CLjj]} 十 1 91 7 和 
CE = EA , 7 多 本 
1. NM 
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GL 二 对 
在 计算 C[ 疏 时 ,用 &[ 门 记 录 C[ 门 取得 最 大 值 时 的 j 的 值 ;如 果 不 存在 这 样 的 j, 令 k[ 店 =0. 
这 个 记录 用 于 追踪 解 . 所 求 的 最 长 递增 子 序 列 的 长 度 是 
人 三 二 人 EC 引 | i= len} 
对 每 个 i, 需 要 检索 比 i 小 的 所 有 的 j ,需要 O(Cz) 时 间 , 的 取 值 有 7 种 ,于 是 算法 时 间 复 杂 度 
是 W(n)==O(n). 


对 于 给 定 的 实例 A= 一 2,8,4, 一 4,5,9,11 二 ,具体 的 计算 过 程 如 下 ， 

T=:1 

CL2] = max{C[L1]+1}=2 大 到 三 了 
C[L3] = max{CLI] 十 1} 一 2 AL3] =1 
ual=1 k[4]=0 
CL5] = max{C[1j 二 1,C[3] 二 1,C[4] 二 1} ==3 k[5] = 3 
CL6] = max{CL1] 十 1,CL2] 十 1,CL3] 十 1,CL4] 十 1,CL5] 十 1) = 4 AL6] 王 5 
CL7] = max{C[1] 十 1,C[2j 十 1,CL3j] 十 1,CL4] 十 1,C[L5j 十 1,C[6] 十 1} =5 k[7]=6 


在 C[1],C[2],…,C[7] 中 ,CL[7]=5 是 最 大 值 ,这 意味 着 A 的 第 7 项 zi 二 11 是 最 长 递 
增 子 序列 的 最 后 项 ,长 度 是 5. 子 序列 的 构造 从 后 向 前 进行 ,开始 是 11, 追 踪 过 程 是 : 

k[7] = 6 一 ze =9, k[6] = 5 一 xs =5, k[5] = 3=zs =4, k[3] = 1=>z 一 2 
于 是 得 到 解 是 : 二 2,4,5,9,11 ,长 度 是 5. 本 题 可 以 有 多 个 解 . 

3.3 类 似 于 0-1 背包 问题 ,库房 的 长 度 相 当 于 背包 的 重量 限制 ,每 个 货柜 的 收益 相当 
于 物品 的 价值 . 于 是 问题 是 : 


max > wzi 
i=1 


Dh De =0 
令 CLk,y] 是 只 允许 装 前 个 货柜 ,库房 长 度 为 y 时 的 最 大 收益 ,那么 有 


CLk—1,y] < 

cbs = 了 
max{C[k—1,y],CLk—1,y—lj+u} Dy 

二/ 

三 人 

0 yh 
算法 的 伪 码 是 : 
Store 


输入 : 数组 L[1..n],V[1..n],D ”//L 和 V 是 货柜 长 度 和 价值 序列 ,D 为 库房 长 度 
输出 : 最 大 的 收益 CLn,D] 

1. for yl toD 

攻 CL1,yj<V[1] 


. for k<2 ton 


CLk,y]<CLk—1,y] 


3 
4. for yl to 了 
5 
6 i[k,y]<iLk—1,y] 
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7. i dT - 
8. then C[k,y]<C[Lk—1,y—L[Lk]]+V[k] ea 
9. i[k, yj<k ee 


算法 在 第 1 行 时 间 为 OCD) ,第 3 行 和 第 4 行 的 循环 进行 O(nD) 次 ,循环 内 部 是 常数 时 
间 的 操作 ,于 是 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nD). 

3.4 设 任务 集 J 一 人 1,2,…:z2} ,机 器 为 M 和 Mi. 一 个 调度 是 函数 了: J 一 (1,2} ,如 果 
了 (让 ==1, 那 么 任务 i 将 分 配 到 M, 上 ;如 果 FGD) 王 2, 则 分 配 在 M, 上 . 因为 任务 之 间 的 安排 
没有 偏 序 约束 ,所 以 只 要 f 给 定 , 即 安排 在 M, 和 M: 上 的 任务 确定 ,无 论 M 和 Ms 上 的 任 
务 怎样 排序 ,每 台 机 器 的 加 工时 间 都 是 不 变 的 . 两 台 机 器 的 加 工时 间 分 别 为 


Df= Di Dlfj= DH 
f(D=1 f(D)=2 
调度 f 的 总 加 工时 间 是 
D(f) = max{D' ,D,} 


问题 的 解 是 求 一 个 使 得 D(C) 达到 最 小 值 的 调度 / 
命题 3.1 令 T 一 | 十 D34 上 对 于 给 定 输入 ,一 定 存在 一 个 最 优 解 六 , 使 得 DC ) 达 
T 且 D1(f"* ) 达 到 最 大 . 
证 假设 一 个 最 优 解 /满足 Di CPPDiCP。 交换 Mi 和 M 的 任务 ,得 到 解 1* , 那 


么 了 的 总 加 工时 间 与 了 的 总 加 工时 间 相 等 ,因此 f" 也 是 最 优 解 且 Di(f* ) 志 DD,(f*). 
由 于 


DiCf°)+Df') = Ds 
i=1 


且 DiCF" 了 SD Ys 于 是 DC#' 半 和 Ds 由 于 所 有 任务 的 加 工时 间 i; 都 是 正 整数 ， 
因此 Di(f* )<T. 

广 的 总 加 工时 间 D(f"* )=Ds (六 ). 作为 最 优 调度 ,D,(f" ) 一 定 达 到 最 小 ,而 Di (大 ) 十 
D,(f"* ) 对 所 有 的 调度 都 是 一 样 的 , 当 D,(f" ) 达 到 最 小 时 ,Di(f" ) 必 然 达到 最 大 . 

根据 命题 3.1, 可 以 设计 一 个 动态 规划 算法 找 一 个 解 f" ,使 得 D1(f* ) 夺 TT 且 D1(f*) 
达到 最 大 . 令 zx; 二 1 当 且 仅 当 f(?)==1, 原 问题 变 成 如 下 组 合 优化 问题 : 


Ti=0,1, i=1,2,.…,n 


Daz, <T, T=| 寺 2o| 


i=l 


这 是 一 个 0-1 背包 问题 , 令 FLA,y] 表 示 考 虑 前 人 个 任务 ,在 Mi 的 加 工时 间 不 超过 y 的 情 


况 下 其 加 工时 间 Zi: 的 最 大 值 . 那么 有 如 下 公式 : 
F[k,y] = max{F[k—1,y],F[k—1,y—i]+t}, k>1, Ty>0 
; 力 去 
Fo 如 果 y 之 上 


0 ”否则 
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F[k,0] 一 0 
F[k,y] = 一 ce 如 果 y<0 
在 FLA,y] 计 算 时 ,设立 标记 函数 i[k,y] 
i[k 一 1,y] 如果 F[k 一 1,y 一 十 ts 过 FLk 一 1,y] 


iLA， 一 5s ls 0 

i[k,y] 有 > y> 
1 yy 之 五 

Lls 一 

iL1,y] 否则 


最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O42T), 其 中 了 一 | 二 4 |. 


2 
具体 实例 的 计算 过 程 : 
T=|[30+5+2+10+3) |= 10.5 = 10 


备忘录 和 标记 函数 如 表 3. 3 和 表 3. 4 所 示 . 


is=l 


表 3.3 F[k,y] 
六 1 2 4 5 6 8 8 9 10 
1 1 1 证 1 1 
2 1 1 5 6 6 6 6 6 
3 2 3 3 5 6 7 8 8 8 
4 1 2 3 3 5 6 了 8 8 10 
5 1 2 3 3 5 6 7 8 9 10 
表 3.4 i[k,y] 
2 3 4 6 7 8 9 10 
和 1 1 1 和 i 1 1 1 
2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 
3 1 3 3 3 2 3 3 3 3 
4 1 3 3 3 2 3 3 4 
5 1 3 3 3 5 5 3 5 5 5 


由 FL5,10] 王 10 可 知 ,Mi 的 加 工时 间 Di (了 ) 二 10, 于 是 f 的 总 加 工时 间 
D(f)=21—D(f)=21—10=11 
由 小 5,10]==5 可 知 xs 二 1, 接 着 查 
让 4,10 一 右 ] =i[4,7] = 3 


可 知 zs 一 1, 接 着 查 
汇 区 7 一 者] 一 让 5 一 名 


动态 规划 


可 知 zz 三 1, 接 着 查 
iL1,5 一 如 ] = i[1,0] =0 
追踪 完成 ,于 是 调度 是 
fC2) = F(3) = F(5) = 1， f0)=/f4)=2, D=11 
如 果 i[k,yj 的 定义 不 同 , 可 能 得 到 另外 一 个 解 : 
f=1, f(0)=f02)=f03)= /5)=2, D=11 
3.5 设 表示 第 i 种 硬币 使 用 的 个 数 ,i 二 1,2,…,n. 该 问题 的 描述 为 


n 
min > uiri 
i=1 


wz = yw 为 非 负 整 数 


i=1 
令 F(x) 表示 只 允许 使 用 前 & 种 钱 ,总 付款 为 zx 时 所 使 用 零钱 的 最 轻重 量 , 则 
Fi(zx) = min(Fii (xz) F(z—w) t+w)}, kb>1, 0<zx<y 


Fr) 一 [至 | 一 wx 
Ul 


F.(0)=0 
Fi(zx) =+ oo, z=<0 
设立 标记 函数 4.(y) 记 录 Fi(y) 取 得 最 小 值 时 最 大 币值 的 标号 是 否 为 k. 
k F(z—w) ow < Fi (rz) 
ti(X) 一 
bd 否则 
ti(x)=1, 0<zxz<y 
ti:(0) =0, k=1,2,.,n 
算法 的 伪 码 是 : 
Coin 
输入 : w[1..nj,v[l..nj,y //ww,v 分 别 为 硬币 的 重量 和 币值 数组 ,y 是 付款 数 
输出 : FE, 门 ,zz 门 主 1,2, ,一 1,2， py 
1. for j<l1 to y do 
2. F[1,7]<j *wL1] 
Ll 志和 


. for i<2 ton do 


0 


for j<l1toydo 
F[i,j]<F[Li—1,j] 
区 | 
if FL[i,j—v[Lij]+w[i]<F[Li—1,;] 
then F[i,j]<—F[i,j—v[i]]+w[i] 
10. ti, ji 
11. return 二 维 数组 FF,t 
算法 的 时 间 复 杂 度 主要 取决 于 第 4 行 和 第 5 行 的 for 循环 ,内 部 工作 量 是 常数 时 间 , 算 
法 的 时 间 是 O(ny). 通过 数组 上 追踪 解 的 过 程 比 较 简 单 ,时间 不 超过 O(ny). 于 是 算法 最 坏 
情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(ny). 


MD oo 加 辐 必 名 


第 
3 
章 
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针对 给 定 实例 ,算法 的 备忘录 如 表 3.5 和 表 3. 6 所 示 . 


表 3.5 Fi(x) 
天 人 1 2 3 4 5 6 和 8 9 10 11 12 
! 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 
2 1 2 3 2 3 4 5 4 5 6 6 
3 和 2 3 2 3 4 5 4 5 6 和 6 
4 1 2 3 2 3 4 5 41 5 6 6 
表 3.6 f(x) 
k 1 2 3 4 5 6 A 8 9 10 11 12 
1 Y 1 , 1 . 1 1 l 和 1 
2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
3 1 (3 1 2 2 3 3 2 2 3 3 2 
4 1 入 1 2 2 3 3 2 2 3 3 2 


问题 实例 的 解 是 : 最 轻重 量 是 6, 由 44(12) 二 2 知道 zs 二 0,zs 二 0,zs 宇 1, 青 
ta(12—4)=1t,(8)=2=> rx 宇 2 
ta(8—4)=i(4)=2=> zx 宇 3 
ta(4 一 4) tz(0) 0 之 zs 35 0 

从 而 得 到 zi 二 x 二 zx 二 0,zs 二 3, 只 用 了 3 枚 币值 为 4 的 硬币 . 
3.6 使 用 动态 规划 算法 . 令 Fi(y)=0,1， 
FeCy) 一 1 用 前 A 种 钱币 .总 钱 数 为 > 时 可 以 付款 
那么 Fe(y) 满 足 如 下 递 推 方程 : 
Fi(y) = max{(F i(y), Fri(y—v))}, k=2,3,. 22，y 一 1,2,…M 


和 一 
mw = | 车 y= 二 


0 ”否则 
F(y)=0 车 yy 过 0 k=2,3w%,M 
设立 标记 函数 i (y) 
k 车 Fiay(y 一 动 》 = 1 
i(y) 一 
a 否则 
算法 计算 出 FF, CM). 如 果 F, (MD) 三 1, 则 存在 一 种 找 零钱 的 方法 . 所 使 用 的 零钱 币值 可 根据 
ir(n) 的 值 向 前 追踪 得 到 . 算法 的 时 间 复 杂 度 为 T(n) 二 O(nMD). 
3.7 (1) 设 y; 二 1 表示 选择 了 位 置 i,y; 王 0 表示 没有 选 位 置 i, 问 题 的 目标 函数 和 约 
东 条 件 是 : 


max >) biy: 
i=1 


[zi—z ld ij=1,2,° ns ijs yy;=1 


动态 规划 


(2) 排序 使 得 二 x, 二 … 二 x, ,Fi(3) 表 示 考虑 前 个 位 置 , 距 原点 最 远 到 y 的 范围 内 
设 商店 的 最 大 收益 . 那么 Fi(y) 满 足 如 下 递 推 方程 : 章 
max{Fi (F(zi—d)+p} zy 
Fi(y) = 
ps 否则 
pi 当 z 委 y 
F = 
WR b 否则 
如 下 定义 标记 函数 : 
. k 当 Fii(zi —d) + pi > Fin(y) 
i(y)=1(. 
ba 否则 


三 1 当 z <y 
Ee '; 否则 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nD 十 nlogn) ,其 中 D=max{z;|i==1,2,…,n). 
3.8 令 B=N/2, 那 么 min{ 》) ai, >) dj) 近 8B. 不 妨 设 >)w 近 》) w. 那么 问题 变 


aEA aEA, ae a EA 
成 求 A 的 子 集 Al 使 得 


j 


max 3 ai 


iEAL 


i 
a EA 


那么 该 问题 等 价 于 双 机 调度 问题 (习题 3.4). 通过 动态 规划 算法 求 出 最 优 解 A ,如 果 A, 中 
的 数 之 和 区 必 一 也 ,那么 输出 “Yes”, 否 则 输出 “No”. 该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nN). 


a EA 
3.9 与 0-1 背包 问题 类 似 ,使 用 动态 规划 方法 . 令 Ni (d) 表 示 考 虑 作业 集 {1,2,…， 
让、 结束 时 间 为 d 的 最 优 调度 的 效益 ,那么 


max{Nji(d),Nii(d—it(j))+v} dt1()) 
Ni(d) = | 
Ni Cd) it) 
t(1)<d 
Nd) = |" 
0 t(1) 之 好 
Nt0) = 


Ni(d) = 一 co d<0 
自 底 向 上 计算 ,存储 使 用 备忘录 方法 . 可 以 使 用 标记 函数 BG) 记 录 使 得 Ni (d) 达 到 最 大 时 是 否 
Nii(d—i0)) +v > Na(d) 

如 果 是 , 则 BQ)=j; 否 则 BOG)=B(Gj 一 1). 

算法 的 伪 码 是 

输入 : 加 工时 间 t[1..nj, 效 益 vL1..nj], 结 束 时 间 DD 

输出 : 最 优 效 益 N[i, 门 ,标记 函数 B[i,j],i==1,2,…n,j 二 1,2,…,D 

i. or de- tox[1]—1i 

朗 N[1,4j<0,B[1]<0 

3. ford<t[1l]toD 
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NE 二 1 
for j<2 ton 
for dl1 toD 
NLj,dj<—NLi—1,4] 
BLj,d]<—BLj—1,4] 
if az and Ny—1d—i;]]TvLy SNLG—1sd] 
10. then N[j,dj<—N[i—1,d—t[;jj++vLi] 
1 B[Lj,d]<ji 
得 到 最 大 效益 NLz,D] 后 ,通过 对 BLz,D] 的 追踪 ,可 以 得 到 问题 的 解 . 算法 的 主要 工 
作 是 第 5 行 和 第 6 行 的 for 循环 ,需要 执行 O(nD) 次 ,循环 体内 的 工作 量 是 常数 ,追踪 解 的 
工作 量 不 大 ,于 是 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nD). 
3.10 设 z; 表示 装 入 背包 的 第 Ri 个 数 ,i 二 1,2,…,n, 推 广 的 0-1 背包 问题 的 描述 是 


4 
5 
时 
过 
8 
9 


元 = 0,1 

设 EN i pe A & 时 的 最 大 价值 ,其 中 ;一 

1,2, ,Nj 三 1,2,…，W,k 二 1,2,…,V ,那么 递 推 方程 是 : 
i i 下 一 cj 十 vi} 车 j 宇 wi 且 k 宇 6 
m[i—1,j,k] 否则 
= 总 n= 
Ul 如 果 j 宇 wi 且 k 宇 a 
05 人 否则 
mLi,0,k] = m[Li,j;0] = 0 
mLi,j,;kj] 一 一 ce j 二 0 或 & 二 0 
与 前 面 的 背包 问题 类 似 ,可 定义 标记 函数 t[i,j,kj 用 于 追踪 问题 的 解 . 其 中 
如 果 m[i 一 1,j,k] 寺 m[i 一 1,j 一 wisk 一 cj] 十 wisj 宇 wis 之 
Le] = Qn 否则 
i 二 2 ns j=1,2,°,W, k=1,2,.…V 

. 1 如 果 j 宇 w 且 k 宇 co 
t[1,j,k] = b Sa 
该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nWV). 

3.11 设 X=(zo,zi zi)} 顺 时 针 排 列 在 圆 环 上 . 类 似 于 矩阵 链 乘法 的 动态 规划 
算法 ,用 i 和 j 界定 子 问题 的 边界 . Xj; 表示 按 顺 时 针 合 并 (x;,… ,zj} 后 的 数组 ,其 含有 的 整 
数 个 数 是 ni ,完成 合并 在 最 坏 情 况 下 所 需 的 最 少 比较 次 数 记 作 m[i, 让 , 其 中 i 二 0,1,…,n 一 1， 
和 


= | 
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考虑 数组 Xx 和 Xeu+i 合 并 成 Xi 的 比较 次 数 . 因为 它们 都 是 排 好 序 的 ,比较 次 数 至 多 
是 元 素 总 数 减 1, 于 是 合并 这 两 个 数组 的 比较 次 数 在 最 坏 情 况 下 是 
nx tnapv;—l 
与 矩阵 链 乘 法 的 不 同 在 于 : 矩阵 链 的 子 问 题 的 边界 是 排列 成 一 条 线 , 保 持 i<j; 而 这 里 是 
环 , 可 能 出 现 过 7 的 情况 . 如 图 3. 3 所 示 ,左边 的 合并 对 应 的 是 i<j 的 子 问 题 ,右边 的 合并 
对 应 的 是 一 7 的 子 问 题 . 在 ;一 ) 时 相应 的 递 推 方程 就 不 一 样 了 . 


1 0 大 | 对 
站 k| k+l . Et 上 
i | 


ic cs 
(a) (b) 
图 3.3 子 问题 的 归 约 
令 m[i, 门 表示 在 最 坏 情况 下 合并 成 X; 所 需要 的 最 少 的 比较 次 数 . 考虑 在 i 二 j 的 情 
况 ,Xi 与 Xut+vj; 合 并 的 比较 次 数 至 多 是 zx 十 na+tvj 一 1, 于 是 有 
m[i,j] = min {m[iskj 十 m[k 十 1,7j})+4 Fw 1 


当 ;> 时 ,如 图 和 k 取 1 时 ,k 十 1=0， 这 时 候 优化 函数 的 和 应 该 是 
mLisn—1]++m[0,7] = mLiskj 二 mL[ (k++1)modn,j] 
而 为 计算 合并 的 比较 次 数 , 需 要 分 成 两 段 求 和 , 即 


ml 
Ss 十 多 一 所 
=i t=0 


于 是 有 


i 
m[i,jj = min {mLi,k] 十 m[& 十 1, 门 } 十 2 一 1 i<# 


m[Li,;j] = nin, {m[iskRj 十 nL(k 十 1)mod 2 门 } 十 Dh 证 Si = 


人 ee 


m[isi] =0,，i=0,1,.…,n—1 
上 述 公 式 中 的 m[i;, 司 是 递 推 关系 的 初 值 . 算法 将 从 规模 为 1 的 子 问 题 开始 迭 代 计 算 , 直 
到 规模 为 n 的 问题 为 止 . 在 矩阵 链 相 乘 问题 中 ,规模 为 的 子 问题 只 有 一 个 ;而 在 环形 排 
列 的 合并 问题 中 ,规模 为 n 的 子 问 题 可 能 以 i==0.,1,…,n 一 1 中 的 任何 位 置 为 起 点 ,恰好 
有 个 . 我 们 需要 从 这 个子 问题 的 解 中 找到 具有 最 小 比较 次 数 的 解 . 于 是 最 少 的 比较 
次 数 是 


m= min {mLi, (i+n—1)modn]} 
o<i<m- 


与 矩阵 链 乘法 相似 ,计算 m[i , 门 过 程 中 需要 用 标记 函数 s[i, 站 记录 使 得 m[i,j 取得 最 小 值 
的 &. 以 便 找到 最 优 的 合并 次 序 . 与 矩阵 链 链 乘法 问题 类 似 , 该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 
度 是 OCz ). 

3.12 如 图 3.4 所 示 ,n 边 形 的 顶点 是 1,2,…,n. 顶点 ;一 1 … 少 构成 的 凸 多 边 形 记 
作 AF, 门 ,于 是 原始 问题 就 是 AL2 ,nj]. 
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考虑 子 问题 ALi, 门 的 划分 ,假设 它 的 所 有 划分 方案 
中 的 最 小 权 值 是 t[i,j. | i 十 1,…,j 一 1 中 任 选 顶点 
, 它 与 底 边 (i 一 1)j 构成 一 个 三 角形 (图 3.4 中 的 灰色 
三 角形 ). 这 个 三 角形 将 ne 
ALi,k] 和 A[k 十 1, 门 ,从 而 产生 了 两 个 子 问题 . 这 两 
个 凸 多 边 形 的 划分 方案 的 最 小 权 值 分 别 是 tLi,kj] 和 
t[k 十 1, 门 . 根据 动态 规划 思想 ,A[i, 站 相对 于 这 个 
上 的 划分 方案 的 最 小 权 值 是 
t[iskj| 二 tk 二 157] 二 dovs tds dev; | 
其 中 da-ps 十 dj 十 do-_vw; 是 三 角形 (i 一 1)kj 的 周 长 , 于 是 图 3.4 子 问题 归 约 
得 到 递 推 关系 : 


0 去 二 六 
ii,j] = min{i[i,k] tik+1 jt dm tdstdew) i<ji 
i 了 了 


Li 三 从 

不 难看 出 ,这 个 递 推 关系 与 矩阵 链 相 乘 算法 的 递 推 式 非常 相似 ,可 以 定义 标记 函数 记 下 
得 到 最 小 权 值 的 的 位 置 ,算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(n). 

3.13 子 问 题 分 别 对 应 于 Mo ,Mi ,…,M, 的 计算 .Me 是 输入 . 在 第 & 步 计算 Mi+i 的 
关键 是 找到 它 与 前 面 矩 阵 的 依赖 关系 . 假设 Mi 已 经 计算 完毕 ,如 何 计算 Mi+: 呢 ? 这 需要 
对 于 每 组 i,j ,确定 Miti[i,jj 是 否 为 1. 条 件 是 : 

Mini[i, 让 二 1 信 在 D 中 存在 一 条 从 xz; 到 zi 且 只 经 过 {ziyzz，…zteyztHi} 中 顶点 的 路 
径 . 可 以 将 这 种 路 径 分 成 两 类 : 

第 一 类 是 只 经 过 {ziyzz，…ze} 中 顶点 的 路 径 , 这 时 Mi[i,j] 二 1. 

第 二 类 是 经 过 顶点 zt+i 的 路 径 . 因为 回路 可 以 从 路 径 中 删除 ,因此 只 需 考虑 经 过 zt 
一 次 的 路 径 . 这 条 路 径 可 以 分 成 两 段 , 从 x; 到 zi+1 ,再 从 zx+1 到 1 ,因此 有 Mi[Li,k 十 1]=1 
和 Mi[k 十 1, 站 二 1. 这 就 是 对 于 第 二 类 路 径 的 判别 条 件 , 即 : 

Ma[Lisjj = 1SMLisk+1]=1A MLgi+1,;j]=1 

算法 Warshall 

输入 : M  // 图 DD 的 邻接 矩阵 

输出 : M，  // 图 DD 的 连通 矩阵 
MM 


for k<l1 ton do 


for i<l1 ton do 
for j<1 ton do 
MLisj]—MLisj] + MLisk]* MLk,j] 
注意 ， 上 述 算法 中 和 矩阵 加 法 和 乘法 * 中 的 元 素 相 加 都 使 用 逻辑 加 , 即 1 十 0 二 0 十 1 二 1 十 
1==1,0 十 0=0. 
下 面 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 ,在 Warshall 算法 中 ,第 2 行 .第 3 行 .第 4 行 都 是 步 的 
循环 ,因此 第 5 行 总 共 被 执行 nw 次 ,而 每 次 只 做 1 次 乘法 和 1 次 加 法 ,因此 Warshall 算法 的 


EL 
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时 间 复 杂 度 是 O(n ). 
对 于 给 定 实例 ,利用 Warshall 算法 计算 的 矩阵 序列 如 下 所 示 : 

让 1 J 
1 业 发 0 0 J |! 

M, = Mi= M, = 
0 80 1 0 DUO 1 
L0 0 1 0 9 全 业 0 允 1 
RE | 1 
1 "| 

Ma = M, = 
0 浴 克 上 1 
EL 9 VL 1 


因此 ,a 可 以 连通 到 5、c 和 d;b 可 以 连通 到 c 和 d;c 可 以 连通 到 vd; d 可 以 连通 到 c. 

3.14 使 用 动态 规划 算法 求解 这 个 问题 ， 先 考虑 子 问题 划分 . 设 Si[1.. 让 和 Ss[1..7] 
表示 两 个 子 序列 ,C[i,j] 表 示 Si[1.. 让 和 S:[1.. 门 的 最 小 编辑 距离 . 考虑 最 后 一 对 字符 ,如 
果 Si[ 菇 被 删除 ,那么 最 小 编辑 距离 是 Si[i 一 1] 和 S;[ 的 最 小 编辑 距离 加 d; 如 果 在 Si[i 
后 面 插入 S:[ 门 ,那么 编辑 距离 是 Si[ 让 和 SL 一 1] 的 最 小 编辑 距离 加 d; 如 果 S1[ 站 被 替换 
成 S,[ 门 ,那么 最 小 编辑 距离 是 Si [i 一 1] 与 $;[j 一 1] 的 最 小 编辑 距离 加 x; 如 果 Si [让 = 
Ss[ 门 ,那么 最 小 编辑 距离 是 S1[i 一 1] 与 S;[j 一 1] 的 最 小 编辑 距离 。 递 推 关 系 如 下 : 

CLisj] = min{tC[Li—137j]+dsCLisj —1J+adCLi—1—1+zLis7]} 
0 


0， Si[i] = S$;[;] 


t[i,j] = r， Si[ 让 关 Ss[)] 
CL0,j] = jd 
C[i,0] = id 


可 以 定义 标记 函数 记录 得 到 最 优 CLi, 门 时 所 对 应 的 选择 (删除 .插入 、 替 换 等 ) ,算法 的 时 间 
复杂 度 是 O(nm). 

3.15 方法 一 : 设 F[j 表 示 第 1,2,…,j 天 加 工 任务 的 最 大 数目 . 如 果 在 第 i 天 进行 
检修 ,那么 从 第 ;十 1 天 到 第 ; 天 连续 工作 的 加 工 量 用 w[i 十 1, 门 表示 , 则 


w[i+1,jj = Bt th 0 
计 1 


不 难看 出 ,w[i 十 1, 门 满足 如 下 递 推 方 程 : 
WE = wnmin(s Ss}: O27 3>1 
w[it+1,i+1] = min{zays)， i=0,1,.…,n 
假设 最 后 一 次 检修 机 器 在 第 i 天 ,那么 从 第 i 二 1 天 到 第 j 天 连续 加 工 任务 总 数 为 
w[i 十 1, 站 ,而 检修 前 加 工 任务 数 至 多 是 F[i 一 1]. 于 是 当 最 后 一 次 检修 发 生 在 第 i 天 时 ,到 
第 7 天 为 止 ,加 工 任务 数 至 多 是 F[i 一 1] 十 w[i 十 1, 门 . 考虑 到 所 有 可 能 的 检修 时 间 i(i 二 1， 
2,…,j 一 1) ,或 者 在 第 j 天 之 前 根本 不 做 检修 的 情况 ,可 以 得 到 如 下 递 推 关系 : 


max{FLi—1]+w itd} 21 
a st nd 
w[L1,j] Ws 


FL[0]=0 


才 ww 商 
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可 以 定义 标记 函数 记录 得 到 最 优 FLj] 时 的 检修 时 间 i. 如果 每 次 都 重新 计算 zw[ 十 1, 门 , 算 
法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(xw* ). 如 果 在 预 处 理 时 根据 w[i. 站 的 递 推 方程 计算 所 有 的 
w[i, 让 ,1 人 ij 二 n, 并 把 计算 结果 存 成 备忘录 ,在 计算 FLj] 时 直接 查找 相应 的 值 ,那么 计 
算 F[ 门 的 时 间 可 以 降 为 O(n) ,而 预 处 理 的 时 间 也 是 O(n?) ,因此 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 
杂 度 是 O(n?). 

方法 二 : 参照 矩阵 链 相 乘 的 方式 划分 子 问题 ,该 算法 的 时 间 复 杂 度 高 一 些 . 

首先 证 明 下 述 命题 . 

命题 3. 2 在 最 优 解 中 不 会 出 现 连续 两 天 检修 的 情况 . 

证 假若 不 然 , 在 一 个 最 优 解 的 第 i 和 i 十 1 天 都 进行 检修 . 那么 , 当 去 掉 第 i 天 的 检 
修 后 ,不 会 减少 从 第 ;十 1 天 到 第 天 的 加 工 量 ;也 不 会 减少 第 1 天 到 第 i 一 1 天 的 加 工 量 ;只 
有 第 i 天 的 加 工 量 由 0 增加 到 min{zxi,s,) ,其 中 s, 表示 第 i 天 机 器 具有 的 加 工 能 力 . 于 是 总 
加 工 量 将 大 于 原来 的 加 工 量 ,从 而 与 T 的 最 优 性 矛盾 . 

通过 类 似 的 分 析 还 可 以 证 明 ,检修 也 不 会 发 生 在 子 问题 的 最 后 一 天 . 

利用 上 述 性 质 , 可 以 从 检修 的 时 间 点 & 将 原 问 题 划分 成 两 个 子 问 题 . 设 GL[i, 门 表示 第 
i 天 到 第 j 天 的 最 大 加 工 任务 数 . 如 果 在 第 k 天 进行 检修 ,i 二 k=j, 那 么 最 大 加 工 任务 数 等 
于 G[i,k 一 1] 十 G[k 十 1, 门 ,如 果 在 第 i 天 到 第 j 天 的 时 间 内 没有 发 生 检修 ,那么 加 工 任务 
数 是 w[i, 站 ,于 是 得 到 如 下 递 推 方 程 : 

G[i,;j = max{w[i,j], max{GLi,k— 1]+G[Lk+1,j]}, 1<i<k<j<n 


Sh = wth Y= ln 

标记 函数 的 设 定 可 参照 矩阵 链 相 乘 问题 的 做 法 ,只 是 当 最 优 解 的 第 i 到 第 j 天 之 间 没 
有 进行 检修 时 将 标记 函数 设 为 0. 该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 OC ). 

3.16 设 zz,…z 是 0 或 1,zi=1 当 上 且 仅 当 下 载 请 求 ; 被 批准 . 那么 


max airi 
-me 


Ss <K, zi=0,1 


类 似 于 0-1 背包 问题 , 令 F;(y) 表 示 考 虑 前 i 个 申请 ,带宽 限制 为 y 时 的 最 大 带宽 使 用 
量 , 则 有 如 下 递 推 式 : 
F(y) = max{Fi i(y) ,Fa(y—a) ta}, i>>]1,0<y<K 
Qi， yy 之 
P= 0， y=a 
F(0)=0 
F(y) =—, y=0 
与 前 面 背包 问题 类 似 可 设立 标记 函数 , 自 底 向 上 顺序 处 理 i 二 1,2,…,n 的 情况 . 对 于 
给 定 的 i, 令 y 二 1,2,…,K ,依次 确定 各 个 子 问 题 的 F;(y) 值 ,最 后 由 标记 函数 得 到 z; 的 值 . 
算法 时 间 复 杂 度 为 O(nK). 
3.17 令 F[i 门 表示 aa 到 ax 的 路 径 上 的 数 的 最 小 和 , 则 
F[i,j] = min{F[i—1,7],F[i—1,j—1])}+as, i=2,3, nj =2,3,.,i—1 
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FLis1] = FLi—1s1] +aas T= 2 "5n 
F[i,i] = F[i—1,i—1]+tais, i=2,3,°…,n 
章 
FLLy1] 三 动 
问题 的 最 优 路 径 上 的 和 是 


min{F[n,j] | 7 = 1,2,.…,n} 
可 以 定义 标记 函数 [i, 门 ,记录 得 到 最 优 F[i,j] 时 的 路 径 选择 , 即 
a 着 而 攻 一 1 刚直 一 1 一 巡 
4 让 一 他 一 荆 。 香 出 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 OC02 ). 

3.18 ”本题 不 是 优化 问题 . 也 可 以 使 用 动态 规划 的 设计 思想 ,通过 多 阶段 决策 来 求解 . 
与 一 般 优 化 问题 的 区 别 在 于 : 当 把 一 个 问题 的 计算 与 子 问 题 的 计算 建立 递 推 关系 的 时 候 ， 
不 是 只 考虑 达到 最 优 的 那个 子 问题 的 结果 ,而 是 考虑 所 有 可 能 的 子 问题 的 结果 . 考虑 到 每 
个 串 计 算 的 结果 至 多 是 3 种 , 即 “或 ,为 了 后 面 的 计算 ,需要 把 它们 全 部 保留 下 来 因 
此 ,可 以 把 记录 优化 函数 的 一 个 极 大 或 极 小 值 推广 到 记录 有 限 个 值 . 只 要 用 含有 3 个 项 的 
数组 蔡 换 备忘录 中 的 一 个 项 ,就 可 以 使 用 类 似 于 矩阵 链 相 乘 的 方法 划分 子 问题 ,并 利用 动态 
规划 方法 设计 算法 . 

令 Xi 门 是 串 x;…z; 的 可 能 的 运算 结果 (由 于 计算 顺序 不 同 ,结果 可 能 不 唯一 ,但 至 
多 为 3 个 结果 , 即 a,5,c). 设计 存储 X[i, 站 的 结构 为 3X2 阵列 ,分 别 记录 3 个 可 能 的 运算 
结果 (可 能 取 a.b 或 c) 和 得 到 这 个 结果 时 所 对 应 的 划分 位 置 k， 自 底 向 上 计算 ,通过 较 小 子 
问题 的 结果 来 计算 较 大 子 问题 的 结果 ,其 递 推 公式 是 : 


X[i,j] = XLiskJXL[E+1.j], l1<i<ij<n, 《一 2 十 1 和 一 1 
X[isi] = mi 一 12 
伪 码 如 下 : 
1l. fori<lton 
2 X[i,i]<z; 
B® dorre2twmn—l // 计 算 所 有 大 小 为 > 的 子 问题 
4. fortel om tl // 子 问题 的 前 边界 i 
5. | // 子 问题 的 后 边界 7 
区 10r ge Wl // 在 & 位 置 划 分 成 两 个 更 小 的 子 问 题 
Ws XL XLik XLE+ Ls7] 
// 记 录 X[Li 门 可 能 的 结果 和 划分 位 置 ,至 多 为 3 个 

8. fork<l to 7 一 1 // 规 模 为 n 的 原始 问题 
9. 让 X[1,k]X[k 十 1,]j 二 "a" then return "1” // 存 在 计算 顺序 结果 为 a 
10. return "0" // 没 有 结果 等 于 a 


与 矩阵 链 计算 类 似 , 可 通过 所 记录 的 & 值 追踪 出 相应 的 运算 顺序 .该 算法 最 坏 情 况 下 
的 时 间 复 杂 度 为 OOz ). 
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1. 基本 概念 

贪心 法 (Greedy Approach) 是 一 种 求解 组 合 优化 问题 的 算法 设计 技术 ,其 求解 过 程 由 一 
系列 决策 构成 ,每 一 步 决 策 仅 依赖 于 某 种 局 部 优化 的 性 质 . 与 动态 规划 算法 不 同 ,贪心 法 在 
做 决策 时 不 必 考 虑 所 有 子 问题 的 选择 结果 . 

贪心 法 的 适用 条 件 ” 问 题 的 求解 可 以 由 一 系列 的 决策 步 又 构成 ,每 步 决策 依赖 于 某 种 
局 部 最 优 的 贪心 策略 . 正确 的 贪心 策略 要 保证 每 一 步 基于 局 部 优化 性 质 的 选择 最 终 导致 全 
局 的 最 优 解 . 如 果 不 具 有 上 述 性 质 ,贪心 法 对 某 些 实例 只 能 得 到 近似 解 . 

主要 设计 步骤 

(1) 将 问题 的 求解 看 作 一 系列 的 决策 过 程 . 

(2) 确定 每 一 步 决 策 所 依据 的 局 部 优化 性 质 . 

(3) 证 明 每 一 步 基于 局 部 优化 性 质 的 选择 最 终 导致 全 局 最 优 解 . 

2. 某 些 常用 的 贪心 法 的 正确 性 证 明 方法 

方法 一 : 数学 归纳 法 ,主要 步骤 如 下 : 

(1) 叙述 一 个 论证 算法 正确 性 的 与 自然 数 相关 的 命题 P(n) ,这 里 的 n 可 代表 算法 步 数 
或 实例 规模 . 例如 : 

对 于 任何 正 整 数 ,贪心 法 的 前 步 选择 将 导致 最 优 解 . 

对 于 任何 正 整 数 ,贪心 法 对 于 规模 为 n 的 任何 实例 都 得 到 最 优 解 . 

(2) 使 用 第 一 或 第 二 数学 归纳 法 证 明 上 述 命 题 P(z). 

第 一 数学 归纳 法 

证 : P(1) 为 真 ; 

车 PCz) 为 真 , 则 PCz 十 1) 为 真 . 

第 二 数学 归纳 法 

证 : P(1) 为 真 ; 

车 对 所 有 kn, 有 P(k) 为 真 , 则 P(n) 为 真 . 

方法 二 : 交换 论证 . 主要 步骤 是 : 

(1) 分 析 一 般 最 优 解 与 贪心 法 的 解 的 区 别 .然后 定义 一 种 转换 规则 ,使 得 从 任意 一 个 最 
优 解 出 发 ,经 过 不 断 对 解 的 某 些 成 分 的 排列 次 序 进 行 交 换 或 者 用 其 他 元 素 蔡 换 , 将 这 个 解 最 
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终 能 够 转变 成 贪心 法 的 解 . 
(2) 证 明 在 上 述 转换 中 解 的 优化 函数 值 不 会 变 坏 . 


(3) 证 明 上 述 转换 在 有 限 步 结束 . 

3. 典型 的 贪心 法 

活动 选择 设 S 二 {1,2,…,n) 为 活动 的 集合 ,s; 和 f; 分 别 为 活动 i 的 开始 和 截止 时 
间 ,i 二 1,2,…,n. 定义 

活动 i 与 j 相 容 晤 5; 宇 fj 或 5) 宇 fi, i 关 j 

求 S 的 最 大 的 两 两 相 容 的 活动 子 集 A. 

贪心 策略 : 把 活动 按照 截止 时 间 从 小 到 大 排序 ,使 得 有 三 f, 三 … 三 了, ,然后 把 第 1 项 活 
动 加 入 A. 接着 继续 按照 标号 从 小 到 大 挑选 ,只 要 与 A 中 已 选 好 的 活动 相 容 ,就 可 以 把 这 项 
活动 放 入 A ,直到 检查 完 所 有 的 活动 为 止 . 

算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 

装载 问题 有) 个 集装箱 需要 装 人 最 大 载重 量 为 C 的 轮船 ,其 中 集装箱 i 的 重量 是 
is Ci 一 1,2,…,2, 且 无 体积 限制 . 问 如 何 选择 而 使 得 装 上 船 的 集装箱 个 数 最 多 ? 

贪心 策略 : 先 对 集装箱 排序 ,使 得 ww 三 ws 三 … 三 w, ,然后 按照 标号 从 小 到 大 顺序 装 船 ， 


直到 装 入 某 个 箱子 & 使 得 < Dw. 


算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 Oi 
最 大 延迟 调度 ”给 定 客户 集合 A 二 {1,2,…,n) ,服务 时 间 集 合 T= 二 过 4 ,ts，…,t, 记 , 截 
止 时 间 集 合 D= 过 di ,ds ,…,d, 记 , 求 使 得 最 大 延迟 达到 最 小 的 调度 , 即 求 函数 f: A 一 N， 
使 得 
min{ max{ fC2) 十 大 一 水 失 
Vi €E Ai 天 7FG) 十 在 委 JJ) 或 JG) 十 二 委 FGD) 
贪心 策略 : 按照 截止 时 间 d; 从 小 到 大 选择 任务 ,在 安排 时 不 留 空闲 时 间 . 
算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 
最 优 前 缀 码 ”给 定 字符 集 C= 二 {x ,zs，,… ,zx,) 和 每 个 字符 的 频率 f(zi) ,i 二 1,2,…,n 
求 关于 C 的 最 优 二 元 前 级 码 . 
贪心 策略 : 每 次 选择 频率 最 小 的 两 个 字符 作为 兄弟 生成 父 结 点 , 父 结 点 的 频率 是 这 两 
个 结 点 的 频率 之 和 ,直到 树 根 为 止 . 
Huffman 算法 
输入 : C 二 {zi ,zs，…,z,) 是 字符 集 ,每 个 字符 频率 F(zri) ,i 二 1,2,…,n 
输出 : Q // 队 列 


1; we|cl 

%. QE // 按 频率 递增 构成 队列 Q 

3. fori<l1 to 7 一 1 do 

4. x< Allocate-Node() // 生 成 结 点 x 

5 z. left<Q 中 最 小 元 // 取 出 Q 中 最 小 元 作为 = 的 左 儿子 
6 z.right<-Q 中 最 小 元 // 取 出 Q 中 最 小 元 作为 = 的 右 儿 子 
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和 f(z)<—f(z)++ fy) 

8. Insert(Q,z) // 将 = 插入 Q 

9. return Q 

该 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn). 

最 小 生成 树 ”给 定 连通 带 权 图 G 二 二 V ,E,W 二 , 求 G 的 一 棵 具有 最 小 权 的 生成 树 . 

(1) Prim 算法 . 

贪心 策略 : 每 次 选择 连接 S 和 V 一 S 的 权 值 最 小 的 边 e ,将 e 加 入 树 ,并 将 e。 关联 的 顶 
点 jEV 一 S 加 入 S, 直 到 S=V 为 止 . 

Prim 算法 

输入 : 连通 图 G==<V,E,W 二 

输出 : G 的 最 小 生成 树 工 

1. S+{1});T*@ 

2. while V—S#A#O do 

3. ”从 V 一 S 中 选择 ) 使 得 j 到 S 中 顶点 的 边 e 的 权 值 最 小 ; TTU {e} 

”35SU{ 刘 

算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(n?). 

(2) Kruskal 算法 . 

贪心 策略 : 每 次 选择 当前 的 最 短 边 , 只 要 与 树 工 中 的 边 不 构成 回路 ,就 把 它 加 入 ,直到 
下 中 含有 7 一 1 条 边 为 止 . 

Kruskal 算法 

输入 : 连通 图 C // 顶 点 数 n, 边 数 汶 

输出 : G 的 最 小 生成 树 


1. 按照 权 从 小 到 大 顺序 排序 G 中 的 边 , 使 得 E= {ei ,es，…,e,,} 
A 一 志 
3. repeat 
4 e<- 下 中 的 最 短 边 
到 让 e 的 两 端点 不 在 同一 个 连通 分 支 
6 then TTU {e} 
人 E<E— {e} 
8. unti 全 包含 了 n 一 1 条 边 
算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 OC(mlogm). 
单 源 最 短路 径 ”在 一 个 带 权 有 向 网 络 G=(V,E,W) 中 ,每 条 边 e 一 一 ;全 的 权 w(e) 为 非 
负 实 数 ,表示 从 i 到 j 的 距离 .网络 中 有 源 点 sEV, 求 从 ;出 发 到 达 每 个 其 他 结 点 的 最 短路 径 . 
贪心 策略 : 每 次 从 V 一 S 中 选择 顶点 j 使 得 从 源 点 s 到 j 且 中 间 只 经 过 S 中 的 顶点 的 
路 径 长 度 最 短 , 该 路 径 连接 j 的 顶点 是 &. 记录 上 ,并 将 j 加 入 S, 直 到 S=V 为 止 . 
Dijkstra 算法 
输入 : 带 权 有 向 图 G==<V,E,W 二 , 源 点 sEV 
输出 : 数组 ,对 所 有 的 jEV 一 {s) ,LL 表示 s 到 j 的 最 短路 径 上 j 前 一 个 结 点 的 标号 
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ls {5} 

2. distLsj<—0 

和 riEV 一 {| 而 

4. dist[i]<—w(s,i) // 如 果 s 到 i 没有 边 ,ws,i) = 
5. whileV—SAG do 

6. 从 V 一 S 中 取出 具有 相对 S 的 最 短路 径 的 顶点 j,k 是 该 路 径 上 连接 j 的 顶点 
总 SSU{j};L[]<k 

8. for i€EV—S do 

9. if dist[j j++w(j ,i <dist[i] 

10. then dist[ij<—dist[j]+w(j ,i) // 修 改 结 点 i 相对 S 最 短路 径 长 度 


算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复杂 度 是 OC). 
4.2 习 题 


4.1 设 有 nn 个 顾客 同时 等 待 一 项 服务 ,顾客 i 需要 的 服务 时 间 为 ti,i 二 1,2,…,n. 从 
时 刻 0 开始 计时 . 车 在 时 刻 t 开始 对 顾客 i 服务 ,那么 i 的 等 待 时 间 就 是 1. 应 该 怎样 安排 
个 顾客 的 服务 次 序 使 得 总 的 等 待 时 间 ( 每 个 顾客 等 待 时 间 的 总 和 ) 最 少 ? 

(1) 使 用 贪心 法 求解 这 个 问题 时 的 贪心 选择 策略 是 什么 ? 

(2) 简单 写 出 贪心 法 的 算法 描述 . 

(3) 假设 服务 时 间 分 别 为 代 ,3,2,15,10,6,12) ,用 贪心 法 给 出 这 个 问题 的 解 . 

4.2 及 个 底面 为 长 方形 的 物品 需要 租用 库房 存放 .如 果 每 个 物品 都 必须 放 在 地 面 
上 , 且 所 有 物品 的 底面 宽度 都 等 于 库房 的 宽度 ,那么 第 i 个 物品 占用 库房 面积 大 小 只 需要 用 


它 的 底面 长度 1 来 表示 ,i 二 1,2,…,n。 设 库房 总 长 度 是 攻 , 且 > > L。 如 果 要 求 放 信 库 


房 的 物品 个 数 最 多 ,选用 哪 种 算法 设计 技术 ? 简 述 算法 的 设计 思想 ,证明 算法 的 正确 性 ,并 
估计 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

4.3 设 有 一 条 边远 山区 的 道路 AB, 沿 着 道路 AB 分 布 着 nn 所 房子 . 这 些 房 子 到 A 的 
距离 分 别 是 di ,ds,…,d, (di 二 ds 三 …<<d,). 为 了 给 所 有 房子 的 用 户 提 供 移动 电话 服务 , 需 
要 在 这 条 道路 上 设置 一 些 基 站 . 为 了 保证 通信 质量 ,每 所 房子 应 该 位 于 距离 某 个 基站 的 
4 千 米 范围 之 内 . 设计 一 个 算法 找到 基站 的 位 置 , 并 且 使 得 基站 总 数 达到 最 少 . 用 文字 说 明 
算法 的 主要 设计 思想 ,给 出 算法 的 伪 码 描述 ,证 明 算法 的 正确 性 并 给 出 算法 最 坏 情况 下 的 时 
间 复 杂 度 函数 . 

4.4 给 定数 轴 X 上 7 个 不 同 点 的 集合 {zi ,zs，… ,zx,) ,其 中 zz 过 zs 二 … 过 x,. 现在 用 
若干 个 长 度 为 1 的 闭 区 间 来 覆盖 这 些 点 . 设计 一 个 算法 找到 最 少 的 闭 区 间 个 数 和 位 置 ,证 
明 算法 的 正确 性 并 估计 算法 的 时 间 复 杂 度 . 

4.5 有 个 文件 需要 存储 在 磁盘 上 ,第 i 个 文件 需要 户 个 字 节 的 存储 空间 ,; 一 1,2,…， 


磁盘 的 总 容量 是 C, 且 》) ps > C. 
(1) 如 果 要 求 存 信 的 文件 个 数 达到 最 多 ,选用 哪 种 算法 设计 技术 ? 简 述 算法 设计 思想 ， 
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证 明 算 法 的 正确 性 ,并 估计 算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
(2) 如 果 要 求 磁盘 的 剩余 空间 达到 最 小 ,选用 哪 种 算法 设计 技术 ? 简 述 算法 设计 思想 ， 
并 估计 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
4.6 有 nn 项 作业 的 集合 本 二 {1,2,…,n) ,每 项 作业 i 有 加 工时 间 1(i) EZ*+. 有 一 台 
器 从 时 刻 0 开始 工作 ,直到 完成 所 有 的 任务 . 一 个 可 行 调度 f 是 对 J 中 任务 的 一 个 安排 ,对 
于 i€J,f( 让 是 任务 i 开始 加 工 的 时 间 ,f 满足 下 述 条 件 : 
f+ FD 或 1 +t) SFO), j#i, i,j EJ 


设 作 业 i 的 完成 时 间 w(i)= 二 了 (让 十 1( 让 ), 求 使 得 平均 完成 时 间 1 Yaw) 最 少 的 调度 . 


4.7 假设 零钱 系统 的 币值 是 {1,p,p?,…,p"),p 记 1, 且 每 个 钱币 的 重量 都 等 于 1. 设 
计 一 个 最 坏 情 况 下 时 间 复杂 度 最 低 的 算法 ,使 得 对 任何 钱 数 y, 该 算法 得 到 的 零钱 个 数 最 
少 . 说 明 算法 的 主要 设计 思想 ,证 明 它 的 正确 性 ,并 给 出 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

4.8 有 一 个 考察 队 到 野外 考察 ,在 考察 路 线 上 有 nn 个 地 点 可 以 作为 宿营 地 . 已 知 宿营 
地 到 出 发 点 的 距离 依次 为 zi ,zs，,… ,zx,, 且 满足 x1 二 zs 二 … 达 x,. 每 天 他 们 只 能 前 进 30 千 
米 , 而 任意 两 个 相 邻 的 宿营 地 之 间 的 距离 都 不 超过 30 千 米 . 在 每 个 宿营 地 只 住 1 天 . 他 们 
希望 找到 一 个 行动 计划 ,使 得 总 的 宿营 天 数 达 到 最 少 . 设计 一 个 算法 求解 这 个 问题 ,给 出 
算法 的 主要 步骤 ,证 明 算 法 是 正确 的 ,估计 算法 的 时 间 复 杂 度 . 

4.9 有 个 进程 pi ,po，…,p,， 对 于 i 二 1,2,…,n, 进 程 i 的 开始 时 间 为 ;[ 疏 ,截止 时 
间 为 d[ 英 .可 以 通过 监测 程序 Test 来 测试 正在 运行 的 进程 .Test 每 次 测试 的 时 间 很 短 ,可 
以 忽略 不 计 . 换 句 话说 ,如 果 Test 在 时 刻 上 进行 测试 ,那么 它 将 对 满足 [ 门 宝 td[ 疏 的 所 
有 进程 p; 同时 取得 测试 数据 . 假设 最 早 运 行 的 进程 的 开始 时 刻 是 0, 问 : 如 何 安排 测试 时 
刻 , 使 得 对 每 个 进程 至 少 测试 一 次 , 且 Test 测试 的 次 数 达 到 最 少 ? 说 明 算 法 的 主要 设计 思 
想 , 给 出 伪 码 ,证 明 算 法 的 正确 性 ,并 分 析 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

4.10 考虑 习题 3. 11 中 关于 圆 环 上 个 排序 数组 的 归并 问题 . 假设 个 排序 数组 分 
别 含有 整数 zo ,zi ,… ,zi 个 ,如 下 设计 贪心 法 : 计算 所 有 相 邻 两 个 数组 的 元 素数 之 和 ,从 
中 选择 元 素数 之 和 最 小 的 两 个 数组 进行 归并 . 这 种 贪心 法 是 否 能 够 对 所 有 的 实例 得 到 最 优 
解 ? 证 明 你 的 结果 . 

4.11 Dijkstra 算法 要 求 有 向 图 的 边 的 权 是 非 负 实数 . 请 举 出 反例 说 明 , 对 于 某 些 含有 
负数 边 权 的 有 向 图 ,Dijkstra 算法 不 能 得 到 正确 的 解 . 

4.12 设 字符 集 S, 其 中 8 个 字符 A, B,C,D,E,F,G, HH 的 频率 是 f1,fs，…,fs, 且 
100Xf; 是 第 i 个 Fibonacci 数 的 值 ,i 二 1,2,…,8. 

(1) 给 出 这 8 个 字符 的 Huffman 树 和 编码 . 

(2) 如 果 有 个 字符 ,其 频率 恰好 对 应 前 nn 个 Fibonacci 数 ,那么 Huffman 树 是 什么 结 
构 ,证 明 你 的 结论 . 

4.13 ” 设 有 作业 集合 J 二 {1,2,…,n}) ,每 项 作业 的 加 工时 间 都 是 1. 所 有 作业 的 截止 时 
间 是 D. 车 作业 i 在 DD 之 后 完成 , 则 称 为 被 延误 的 作业 ,并 需要 赔偿 罚款 m(i). 这 里 的 
吃 和 mm()(i==1,2,…,n) 都 是 正 整 数 , 且 nn 项 m( 让 彼此 不 等 . 本 的 一 个 调度 是 函数 了 : 
J 一 N, 其 中 NN 为 自然 数 集合 ,f(i) 表 示 作 业 i 开始 加 工 的 时 间 ,i 一 1,2,…,n. 设计 一 个 算法 
求 出 使 得 总 罚款 最 少 的 调度 ,证 明 算 法 的 正确 性 并 给 出 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
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4.14 设 有 作业 集合 二 {1,2,…,n) ,每 项 作业 的 加 工时 间 都 是 1. 作业 i 的 截止 时 间 
是 d() ,在 d( 让 之 前 完成 则 获得 利润 m(i). 这 里 的 d( 让 各 () (1 二 1,2,…,n) 都 是 正 整 
数 , 且 所 有 的 m( 让 彼此 不 等 .J 的 一 个 调度 是 函数 f: J 一 N, 其 中 NN 为 自然 数 集合 ,f( 店 表 
示 作 业 i 开始 加 工 的 时 间 ,i==1,2,…,n. 设计 一 个 算法 求 出 使 得 总 利润 最 大 的 调度 ,证 明 算 
法 的 正确 性 并 给 出 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

4.15 有 项 任务 的 集合 T= {1,2,…,n) ,每 项 任务 需要 先 放 到 机 器 A 上 进行 预 处 
理 , 然 后 再 放 到 机 器 B 上 加 工 . 第 i(i 二 1,2,…,n) 项 任务 的 预 处 理 和 加 工时 间 分 别 是 a(i) 
和 2%(i) ,如果 机 器 A 只 有 1 台 , 机 器 B 的 数量 不 限 , 问 如 何 安排 这 些 任务 在 机 器 A 上 的 处 理 
顺序 ,以 使 得 总 的 加 工时 间 最 短 ? 总 加 工时 间 的 含义 是 : 从 0 时 刻 机 器 A 开始 预 处 理 , 到 
t 时 刻 最 后 一 台 机 器 B 停止 工作 ,总 加 工时 间 就 是 .给 出 求解 该 问题 的 算法 ,用 文字 说 明 
算法 的 主要 设计 思想 和 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 ,证 明 算法 的 正确 性 . 

4.16 设 A= 过 ai,as，…,a,,B 二 过 bi ,bs,…,b, 是 两 个 序列 ,其 中 mm 二 n. 设计 一 
个 O(n) 时 间 的 算法 ,判断 B 是 否 为 A 的 子 序列 . 说 明 算法 的 设计 思想 ,给 出 伪 码 并 证 明 算 
法 的 正确 性 . 

4.17 设 G==<V,E,W 放 是 一 个 通信 和 网络 ,其 中 结 点 集 V 是 站 点 集合 , 边 集 已 是 站 点 
之 间 的 链 路 集合 , YeEE, 权 值 w(e) 表 示 带 宽 , 并 且 假 设 每 条 边 的 权 都 不 相等 .对 于 任意 站 
点 UsvEV ,一 条 wu-v 路 径 P 的 最 大 带宽 是 w(P) 一 min(w(e)), 即 这 条 路 径 上 的 所 有 边 的 带 
宽 的 最 小 值 . 而 wu-v 之 间 的 最 佳 带宽 ww(u,v) 二 max{w(P)|P 是 一 条 wu-v 路 径 ) , 即 所 有 wu-v 
路 径 带 宽 的 最 大 值 . 这 也 是 u 与 v 之 间 通 信 的 最 佳 带宽 . 

(1) 证 明 存在 一 棵 生成 树 , 使 得 在 这 棵 树 中 ,连接 每 对 结 点 w 和 w 唯一 路 径 的 最 大 带宽 
等 于 与 v 之 间 的 最 佳 带宽 . 

(2) 设计 一 个 找 这 样 一 棵 生成 树 的 算法 ,并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 

4.18 设 S={1,2,…,n} 是 nn 项 广告 的 集合 ,广告 i(i 二 1,2,…,n) 有 发 布 开 始 时 间 
s( 让 和 截止 时 间 d(i) ,发 布 效益 是 v( 让 ,其 中 ;(i) 是 非 负 整数 ,d (i) 和 w(i) 是 正 整 数 , 且 
d(1)<d(2) 声 …d(n). 问题 是 : 如 何在 S 中 选择 一 组 广告 A ,使 得 A 中 任意 两 个 广告 都 
相 容 (时 间 段 不 重 倒 ) 且 总 效益 最 大 ? 

(1) 假设 所 有 广告 的 效益 都 相等 , 试 设计 一 个 求解 上 述 问 题 的 算法 ,证 明 其 正确 性 ,并 
说 明 时 间 复 杂 度 . 

(2) 如 果 效 益 v( 让 可 以 取 任 意 正 整 数 ,设计 一 个 算法 求解 这 个 问题 ,用 文字 说 明 算法 的 
设计 思想 和 主要 步骤 ,分 析 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

4.19 有 个 文件 存在 磁带 上 ,每 个 文件 占用 连续 的 空间 .已 知 第 i 个 文件 需要 的 存储 
空间 为 si, 被 检索 的 概率 是 fi ,i 二 1,2,….n, 且 有 十 fo 十 … 十 ,二 1. 检索 每 个 文件 需要 从 
磁带 的 开始 位 置 进 行 操作 ,比如 文件 i 需要 空间 ;二 310, 存 储 在 磁带 的 121 一 430 单元 , 那 
么 检索 该 文件 需要 的 时 间 为 430. 问 如 何 排 列 个 文件 使 得 平均 检索 时 间 最 少 ? 设计 算法 
求解 这 个 问题 ,说 明 算法 的 设计 思想 ,证 明 算法 的 正确 性 ,给 出 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 
杂 度 . 

4.20 一 个 公司 需要 购买 n 个 密码 软件 的 许可 证 ,按照 规定 每 个 月 至 多 可 以 得 到 一 个 
软件 的 许可 证 . 假定 每 个 许可 证 目前 售 价 都 是 1000 元 . 但 是 第 i 个 许可 证 的 售 价 将 按照 
7; 之 1 的 指数 因子 增长 ,i 二 1,2,…,n. 例如 ,第 i 个 许可 证 在 1 个 月 后 将 是 7r;X1000 元 ,2 个 
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月 后 将 是 过 X1000 元 ,个 月 后 将 是 下 X1000 元 . 给 定 输 入 ,rs，…, ,给 出 一 个 购买 
许可 证 的 顺序 ,以 使 得 花费 的 总 钱 数 最 少 . 设计 一 个 算法 求解 这 个 问题 ,说 明 设计 思想 ,证 
明 其 正确 性 并 分 析 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 
4.21 给 定 个 集合 Ai,A,,…,A, ,每 个 集合 都 由 连续 的 正 整 数 构成 , 即 
三 | 和 主 Di 
设计 一 个 算法 求 最 小 的 集合 S, 使 得 对 每 个 i==1,2,…,n,|S 门 A;| 关 名, 即 每 个 A; 至 少 含 有 
S 中 的 一 个 数 . 


4.3 习题 解答 与 分 析 


hl 
4.1 (1) 假设 调度 了 的 顺序 是 鹿 ,is，,…,i,, 那 么 i 的 等 待 时 间 是 3 网 总 的 等 待 
i=1 
时 间 
time(f) = SD 


贪心 策略 是 : 服务 时 间 较 短 的 优先 安排 . 排序 使 得 4 过 4 过 …<4, ,按照 1,2,…,n 的 顺 
序 安排 服务 ，f* 的 总 等 待 时 间 为 


time(f”")= Dn—Ds 


命题 4.1 对 任何 输入 ,对 服务 时 间 短 的 顾客 优先 安排 将 得 到 最 优 解 . 

证 使 用 交换 论证 的 方法 . 假设 存在 某 个 最 优 解 g 存在 i,j€EA,i<j, 但 是 i 在 j 之 后 
得 到 服务 . 那么 在 g 的 安排 中 一 定 存 在 相 邻 安排 的 顾客 i 和 j ,使 得 i<j 但 i 在 j 之 后 得 到 
服务 . 交换 i 和 j 得 到 新 的 服务 顺序 g'. 那么 

time(g)—time(g’)=1—t0 

总 等 待 时 间 将 不 会 增加 ,因此 g' 也 是 最 优 解 . 至 多 经 过 n(n 一 1)/2 次 这 样 的 交换 ,就 可 以 将 
g 转化 成 算法 的 解 4" .从 而 证 明了 f" 是 最 优 解 . 

(2) 算法 Service(T). 

输入 : T[1..n] 是 服务 时 间 ,to，…,t 的 数组 

输出 : 函数 f ,了 (让 为 第 i 个 顾客 的 开始 服务 时 刻 ,i 二 1,2,… ,nn 


sort(T) // 按 照 服务 时 间 从 小 到 大 的 顺序 排列 
f(1)<0 
for i<-2 ton 
ffi—D + 

. returnnf 

算法 的 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 

(3) 服务 顺序 为 : 1,3,2,6,5,7,4. 其 开始 服务 时 刻 为 : f(1)==0,f(3)==1,f(2)==3， 
(6) 二 6,f(5) 一 12,f(7) 一 22,f(4) 二 34. 总 等 待 时 间 

Time(f) =1X6+2X5+3X4+6X3+10X2 二 12X1=78 
4.2 使 用 贪心 法 . 


an 中 


信心 法 


贪心 策略 : 按照 底面 长 度 从 小 到 大 对 物品 排序 ,从 标号 小 的 物品 开始 依次 装 入 库房 , 直 
到 某 个 物品 装 不 下 为 止 . 

命题 4.2 ”对 任何 输入 ,把 物品 按照 从 小 到 大 的 顺序 装 入 将 得 到 最 优 解 . 

证 使 用 交换 论证 的 方法 . 令 物 品 集合 为 S=={1,2,…,n}). 假设 A={ 记 ,is,…,ii} 是 
一 个 最 优 解 , 不 妨 设 记过 is 二 … 过 i. 与 上 述 算法 的 解 B= 二 {1,2,…} 比 较 , 假 若 记 二 1,is 一 
2,… ,ij-1 二 j 一 1, 志 天 j ,那么 把 i 替换 成 j , 即 

4A'=(A 一 二)) U 人 人 

由 于 吉之 j ,其 底面 长 度 不 小 于 j 的 底面 长 度 ,A 是 一 个 可 行 解 ; 且 由 于 |A’|=1A1,A' 也 是 
一 个 最 优 解 如 上 不 断 替换 A, 至 多 经 过 n 一 1 次 就 可 以 得 到 B, 从 而 证 明 B 是 一 个 最 优 解 . 

算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn). 

4.3 使 用 贪心 法 . 令 w ,oz ,… 表 示 基 站 的 位 置 . 

贪心 策略 : 首先 令 w 一心 十 4. 对 ds,d;,…,d， 依次 检查 ,找到 下 一 个 不 能 被 该 基站 覆 
盖 的 房子 . 如 果 di 三 a1 十 4 但 di 二 ai 十 4, 那 么 第 & 十 1 个 房子 不 能 被 基站 覆盖 ,于 是 取 
qz 二 drt 十 4 作为 下 一 个 基站 的 位 置 . 照 此 下 去 ,直到 检查 完 d 为 止 . 

算法 的 伪 码 如 下 : 

Location 

输入 : 距离 di ,d ,…,d, 的 数组 d[1..n], 满 足 d[1] 二 4d[2] 过 … 二 d[n] 

输出 : 基站 位 置 的 数组 a 


1. a[lj<-d[1]+4 

2. kl 

3. for j<2 ton 

4 if dL[jj>a[Lkj+4 
5 then k<—k 十 1 

6. a[kJ<—d[Lj]+4 

7 return a 

算法 正确 性 证 明 使 用 归纳 法 . 

命题 4.3 对 任何 正 整数 人 ,存在 最 优 解 包含 算法 前 & 步 选择 的 基站 位 置 . 

证 k=1, 存 在 最 优 解 包 含 a[1]. 若 不 然 , 有 最 优 解 OPT, 其 第 一 个 位 置 是 5[1]， 
6[1j 关 a[1], 那 么 di 一 4<b[L1]<di 十 4 二 a[L1]. oOL1] 覆 盖 的 是 距离 在 [di ,2L1] 十 4] 之 间 的 
房子 . a[1] 覆 盖 的 是 距离 在 [di ,a[1] 十 4 的 房子 . 因为 5[1]<a[1],2[C1] 覆 盖 的 房子 都 在 
a[L1]j 覆 盖 的 区 域内 ,用 a[L1] 替 换 b[L1], 得 到 的 仍旧 是 最 优 解 . 

假设 对 于 ,存在 最 优 解 A 包含 算法 前 k 步 选择 的 基站 位 置 , 即 
A= {a[lj,a[2],*…,aLlk]}UB 
其 中 a[1],a[2],…,a[k] 覆 盖 了 距离 di ,d;,…,d; 的 房子 . 那么 ,B 是 关于 = {dj41 dt 
d,) 的 最 优 解 . 否则 ,存在 关于 工 的 更 优 的 解 B* ,那么 用 B* 替换 B 就 得 到 A* ,日 |A* | 二 |A|， 
与 A 的 最 优 性 矛盾 . 根据 归纳 基础 ,L 有 一 个 最 优 解 B 二 {a[k 十 1],…}),|B'|==|1B|. 于 是 
A’ ={aLlj;aL2],…,aLk]} UB’ 

={a[lj,a[L2],*…,aLkj,aLk+1],*…} 
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且 |A'|=|A1,A' 也 是 最 优 解 . 从 而 证 明了 命题 对 k 十 1 也 为 真 . 根据 归纳 法 ,对 任何 正 整数 
A 命题 都 成 立 . 

第 3 行 的 for 循环 运行 0(n) 次 ,循环 体内 操作 为 常数 时 间 , 因 此 算法 最 坏 情况 下 的 时 
间 复 杂 度 是 O(n). 

4.4 使 用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 从 zi 取 起 . 第 一 个 区 间 是 [zi ,zi 十 1]. 顺序 考察 后 面 的 点 ,假设 最 后 一 个 
落 入 该 区 间 的 点 是 Zz,， 即 TEST Tl 那么 下 一 个 区 间 是 [zs ?At+1 寺 放 下 按 
照 这 样 的 办 法 直到 剩 下 的 所 有 的 点 都 落 入 最 后 一 个 区 间 为 止 . 

算法 正确 性 证 明 使 用 归纳 法 . 

命题 4.4 ”对 任何 正 整 数 j, 算 法 进行 到 第 j 步 ,得 到 第 1 到 第 j 个 区 间 ,一 定 存在 一 个 
最 优 解 包含 这 j 个 区 间 . 

证 对 j 归纳 . 下 面 使 用 符号 tr(a) 表 示 单 位 区 间 [a,a 十 1]. 

j 王 1, 即 证 明 存在 最 优 解 包 含 了 区 间 (x1). 

21 点 一 定 在 任何 最 优 解 的 某 个 区 间 中 ,而 且 在 第 一 个 区 间 里 . 若 不 然 ,在 包含 zi 的 区 
间 左 边 还 有 别 的 区 间 ,那么 这 些 区 间 不 可 能 包含 X 中 的 点 ,因此 这 些 区 间 可 以 从 解 中 去 掉 ， 
与 解 的 最 优 性 矛盾 . 设 最 优 解 的 第 一 个 区 间 是 r(a) ,假设 a 二 zi ,那么 用 r(Czi ) 替 换 tr(a)， 
r(zi) 完 全 覆盖 了 r(e) 中 的 点 ,因此 蔡 换 后 仍旧 是 最 优 解 . 

Jj 一 人 ,假设 存在 最 优 解 工 包含 算 法 前 A 步 选择 的 & 个 区 间 , 即 

T= {r(xa) rr) ,TT )} Wj 
其 中 zi yza ,zi 是 算法 从 XX 中 选择 的 k 个 区 间 的 左 端 点 , 且 记 二 1. 设 这 4 个 区 间 包 含 
了 点 ziyzz，…zo. 那么 考虑 后 面 n 一 p 个 点 zpt1，…,z, 的 区 间 选 择 子 问题 ,而 T' 是 子 问题 
X= 二 {zptiyTpt2，… Ts} 的 一 个 最 优 解 . 如 若 不 然 ,X 有 着 更 好 的 解 T ,那么 用 T” 替 换 T”， 
就 可 以 得 到 原 问 题 的 一 个 比 工 更 好 的 解 ,这 与 归纳 假设 矛盾 . 考虑 子 问题 X .由 归纳 基 
础 ,对 于 XX' 存 在 一 个 最 优 解 T= 二 {r(xzp+1)} UT ,下 面 证 明 
T" = {rs ) sr zi ) TT )} UT 
也 是 原 问 题 的 最 优 解 . 假设 T* 不 是 最 优 解 , 那 么 T， 比 TT 的 区 间 个 数 至 少 多 1, 因此 与 
Ti 是 X={zph,zpts，…,X,) 的 最 优 解 矛 盾 . 于 是 得 到 
人 ={(0 sa )srts Urlyin UW Ts 


= ) ,Txi) ss TT ) TTph )} UT 
一 志和 二 Dz Mk, )} 7, 
从 而 算法 前 & 十 1 步 的 选择 也 可 以 导致 最 优 解 . 根据 数学 归纳 法 ,命题 得 证 . 
算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(n). 
4.5 (1) 使 用 贪心 法 . 
贪心 策略 : 将 文件 按照 所 需 存储 空间 从 小 到 大 的 次 序 排列 ,将 排序 后 的 标号 记 作 1， 
2 ,0, 即 记 二 ps 三 … 三 p,. 然后 按照 1,2,…,n 的 文件 排列 次 序 将 它们 依次 存 人 磁盘 . 
命题 4.5 ”对 任何 输入 ,按照 文件 所 需 空 间 从 小 到 大 存 人 磁盘 将 得 到 最 优 解 . 
证 使 用 交换 论证 . 不 难看 出 ,只 要 存放 文件 名 称 相同 (不 管 次 序 ) 的 任何 方法 都 是 同 
样 的 解 . 不 妨 设 最 优 解 为 OPT= 人 全 ia 条)} 评 < 二 …< 盖 入 2 如 果 


贫 心 法 


{yi sd} = 位 25) 
那么 算法 的 解 就 是 最 优 解 . 假设 位 ,和 ,… 吉 }) 隆 {1,2,…, 刘 ,设计 二 1,is 王 2, ,i 1 二 1 一 1， 过 


i 记 t. 用 4 替换 i, ,那么 得 到 的 解 I" 占用 的 存储 空间 与 OPT 占用 空间 的 差 
SI")—S(QPT) = 太一 二 所 Qs 由 于 i 志和 
因此 三 也 是 最 优 解 , 但 是 它 比 OPT 减少 了 一 个 标号 不 相等 的 文件 . 对 于 解 OPT, 从 第 一 个 
标号 不 等 的 文件 开始 ,经 过 至 多 j 次 替换 ,就 得 到 最 优 解 (1,2,…,j). 
算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为 
W(n) = O(nlogn) + O(n) = O(nlogn) 
(2) 如 果 要 求 剩余 空间 达到 最 小 ,这 个 问题 本 质 上 是 0-1 背包 问题 ,每 个 文件 相当 于 物 
品 , 其 重量 和 价值 就 是 所 需 存 储 空间 ,背包 的 重量 限制 等 于 磁盘 容量 C. 可 以 使 用 动态 规划 
的 设计 技术 . 
设 Fi(y) 表 示 考 虑 前 & 个 文件 ,磁盘 空间 为 y 时 的 最 大 存储 量 . 递 推 方程 是 
maxftF (7y) ,Fay—P)+p}, py<C 


Fi(y) = 六 省 这 各 
和 Ds pi>y 

Fly)=0, 0<y<C 

F.(0)=0 


Fi(y) 一 一 co， y=0 
如 下 设 定 标记 函数 i(y) 用 于 追踪 解 . 


a = 车 Fy) SFAy Pp) thop SyEC | 
i (y) 否则 
jt f 若 y 之 如 
0 ”否则 
算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nC). 
4.6 使 用 贪心 法 . 


贪心 策略 : 按照 加 工时 间 从 小 到 大 对 作业 排序 ,使 得 :iD 入: 十 1) 一 1, 2 一 1. 
按照 标号 从 小 到 大 的 次 序 安 排 所 有 的 作业 . 

命题 4.6 对 任何 输入 ,按照 加 工时 间 从 小 到 大 安排 任务 将 得 到 最 优 解 . 

证 使 用 交换 论证 的 方法 . 任意 给 定 最 优 解 f= 二 过 计 ,is，…,i, 记 ,不 妨 设 从 0 时 刻 计 
时 , 且 了 的 安排 中 没有 空 闪 时间. 任务 i 的 完成 时 间 是 : 


1 j 
time(i) = fi) 十 三 ) = Dd 十 三 ) = Pidi,) 
k=1 k=1 
了 的 总 完成 时 间 是 


time(f) = Dtimeli) = Di)n—ji+1) 
k=1 j=1 


由 于 平均 完成 时 间 为 2vimeC/) , 当 time( 了 ) 取 得 最 小 值 时 得 到 最 优 解 f. 


假如 在 f 中 存在 逆序 (i; ,i ) 使 得 j=<k 但 是 i; 记 i, 必 有 相 邻 的 逆序 . 交换 具有 逆序 的 
相 邻 元 素 i 与 ii ,得 到 解 g. 那么 总 的 完成 时 间 之 差 是 
time(g)—time(f)=i1i)—t(i)<0 
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因此 g 也 是 最 优 解 . 至 多 经 过 n(n 一 1)/2 次 交换 ,去 除 所 有 的 逆序 ,就 可 以 使 得 f 转变 成 贪 
心 法 的 解 ,从 而 证 明了 贪心 法 的 解 是 最 优 解 . 

算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 

4.7 使 用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 按 币 值 从 大 到 小 排列 零钱 ,从 币值 大 的 开始 ,每 种 钱 尽量 多 用 . 如 果 剩 余 钱 
数 小 于 该 币值 ,再 考虑 用 下 一 种 钱币 . 可 以 用 两 种 方法 证 明 算法 的 正确 性 . 

方法 一 : 使 用 “一 点 定理 ”( 主 教材 定理 4. 6). 

7 一 1, 只 有 1 种 钱 ,贪心 法 对 任意 y 显然 得 到 最 优 解 . 

假设 对 于 任意 种 币值 ,贪心 法 都 得 到 最 优 解 ,考虑 十 1 种 币值 {1,p,p?,…,p") ,由 

w=w =1p"=p"™ .pp—d 


得 6==0, 于 是 
wtG0) =1<p= pw 
成 立 ,根据 一 点 定理 ,贪心 法 对 n 十 1 种 币值 的 钱币 系统 也 得 到 最 优 解 . 
方法 二 : 先 证 明 以 下 命题 . 
命题 4.7 设 币 值 系统 是 (1,p,p ，…,p"). 假设 三 y 二 pr*! ,那么 钱 数 等 于 y 的 最 优 
解 含有 :一 y/ 广 个 币值 p’ 的 钱币 . 
证 假若 最 优 解 不 含 币值 p’ 的 钱币 , 即 
y= Zo 二 zrip 二 zp’ 二 二 zp 
那么 存在 xz; 宇 p,i E10,1,…,j 一 1}. 如 果 不 是 , 则 
y= 加 十 击 丰 十 和 下 十 和 十 2 有 (bp— D0+p 二 + 二 十 Pp')= pp 一 1 
与 y 三 p’' 矛盾 . 不 妨 设 zx; 三 p ,那么 用 1 个 币值 为 p+ 的 钱币 替换 p 个 币值 为 p' 的 钱币 ,总 
钱币 数 将 减少 p 一 1, 与 这 个 解 为 最 优 解 巴 盾 . 
下 面 证 明 最 优 解 恰 好 含有 y/ 志 个 币值 p’ 的 钱币 . 设 钱 数 为 y 时 最 优 解 是 下 ;(y) ,那么 
Fi(y—pi)+1 yp 
Fj(y) y=<p 
设 y=tp’ 十 6(6 二 pi) ,其 中 1==y/p’. 通过 对 4 的 归纳 不 难 证 明 Fj;(y)==t 十 Fj-1(6), 即 最 优 
解 中 含有 y/p’ 个 币值 p’ 的 钱币 . 
不 难看 到 上 述 解 就 是 贪心 法 的 解 . 根据 命题 4.7, 这 个 解 是 最 优 解 . 
上 述 算 法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 W(n) 二 OC(min{n,logy)). 
4.8 使 用 贪心 法 . 
贪心 策略 : 每 天 尽 可 能 选择 距离 出 发 点 不 超过 30 千 米 的 最 远 的 宿营 地 . 
算法 Plan 
. 先 找 第 一 个 距 出 发 点 小 于 等 于 30 千 米 , 且 距 出 发 点 最 远 的 宿营 地 mw 


Fj(y) 一 


2. ia 
3. 让 : 距 终点 之 30 
4. then 从 i 出 发 , 找 距 i 不 超过 30 千 米 , 且 距 ;最 远 的 宿营 地 7 
5 i< ), 转 步骤 3 


算法 的 正确 性 证 明 . 

命题 4.8 ”对 于 任何 k, 算 法 进行 到 第 & 步 ,找到 上 个 宿营 地 za ,za ,… ,zi ,一 定 存在 
最 优 解 本 包含 Ta ,; 且 1T| 最 小 . 

证 使 用 归纳 法 . 设 出 发 点 为 ,终点 为 二 

k 二 1, 即 证 明 存在 一 个 最 优 解 选 的 第 一 个 营地 是 x; . 假设 最 优 解 f 的 第 一 个 宿营 地 为 
Zzj ;不 是 x . 由 于 zx; 比 z; 距 s 更 远 ,因此 xz; 距 f 的 下 一 个 宿营 地 距离 不 超过 30 千 米 , 且 
za 距 s 也 不 超过 30 千 米 , 那 么 令 

er 

则 |T'1=1T1, 且 TT 也 是 一 个 最 优 解 . 

假设 算法 到 第 & 步 找到 k 个 宿营 地 za za ,zi , 且 存 在 最 优 解 本 包含 zx; ,zi,，…， 
Zs. 剩 下 的 是 起 点 为 x; 、 终 点 不 变 的 子 问 题 Pi ,根据 归纳 基础 ,对 子 问题 P, 存在 最 优 解 
Ti 包含 xz, ,其 中 xz, 三 zi 十 30 且 是 距 xz; 最 远 的 宿营 地 , 即 Ti 二 {x,}UT, ,根据 算法 有 p= 
it。 下 面 证 明 {za ,zx ，… ,zi } UT 也 是 原 问题 的 最 优 解 . 车 不 然 , 存 在 最 优 解 T* 二 {x ， 
za" Th} UI ,全 是 Pi 的 最 优 解 且 1T | 过 |T|1 十 ,那么 |Ti| 过 |T 1, 与 T, 是 子 问题 
P, 的 最 优 解 矛 盾 . 于 是 

{zn ze， = DE Ti i 机 下 

是 原 问题 的 最 优 解 ， 从 而 证 明 了 算法 第 1， 25"5 淆 十 1 步 的 选择 也 导致 最 优 解 

算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 W(n) 二 O(n). 

4.9 使 用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 把 进程 按 截止 时 间 排 序 . 取 第 一 个 进程 的 截止 时 间作 为 第 一 个 测试 点 , 然 
后 顺序 检查 后 续 能 够 被 这 个 测试 点 检测 的 进程 (这 些 进 程 的 开始 时 间 小 于 等 于 测试 点 ), 直 
到 找到 下 一 个 不 能 被 测试 到 的 进程 为 止 . 取 这 个 进程 的 截止 时 间作 为 下 一 个 测试 点 ，…… ， 
直到 检查 完 所 有 的 进程 为 止 . 伪 码 如 下 : 

Test 

输入 : s[1..nj],d[1..nj] 

输出 : 二, 顺序 选 定 的 测试 点 构成 的 数组 


1. 将 进程 按照 d[ 详 递增 的 顺序 排序 ,使 得 4d[1]<d[L2] 过 … 入 d[n] 

2, i<1st[ij<d[1] // 第 一 个 测试 点 是 最 早 结束 进程 的 截止 时 间 
35 7 二 2 

4. while j<n and sLj]<tLi] do // 检 查 进程 j 是 否 可 以 在 时 刻 1[ 疏 被 测试 
bn a | 

6. if j>n then return 上 

7. else ii 十 1 // 找 到 待 测 进程 中 结束 时 间 最 早 的 进程 j 

8. za 

尔 J<J 十 1,goto 4 


下 面 通过 对 步 数 k 归纳 证 明 算法 的 正确 性 . 

命题 4.9 ”对 于 任何 &, 存 在 最 优 解 包含 算法 前 & 步 选择 的 测试 点 . 

证 &A 一 1, 设 S 二 {t[i4],t[is],…) 是 最 优 解 ,不 妨 设 t[i]<t[1]. 设 p。 是 在 时 刻 i[i] 
被 测 到 的 任意 进程 ,那么 s(w) 三 t[ii ] 志 dL[u], 从 而 有 


算法 
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slau] <a] < 1]= dL1] < dLu] 


因此 ,p。 也 可 以 在 t[1] 时 刻 被 测试 . 于 是 在 S 中 用 [1] 替 换 t[i] 后 也 得 到 一 个 最 优 解 . 


假设 对 于 任意 &, 算 法 在 前 & 步 选择 了 k 个 测试 点 z[1],t[is],…,t[Lij], 且 存在 最 优 解 


T= 二 {1[1j,t[isj,…,t[ij}UT'. 设 算法 前 & 步 选择 的 测试 点 不 能 测 到 的 进程 构成 集合 QS 


3 


其 中 PP 为 全 体 进程 的 集合 . 不 难 证 明 TT 是 子 问 题 Q 的 最 优 解 . 根据 归纳 基础 ,存在 Q 的 


最 优 解 T" 包含 测试 点 tLiit1], 即 


T* = {timJ}U 


因此 


{z[1],zLis d,s Li UT” = {1j,tLisd, ;ti UT 


也 是 原 问题 的 最 优 解 . 根据 归纳 法 ,命题 正确 . 


3 , 工 


算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 W(n)= 二 O(nlogn). 

4.10 对 某 些 实例 不 能 得 到 最 优 解 . 反例 如 下 : 

设 排序 序列 是 A ,Al ,A: ,As ,A4; 含 有 的 整数 个 数 分 别 为 ze 一 2,zi 一 3,zz 一 10,zs 一 
4 一 2. 一 个 最 优 的 归并 次 序 是 

1. A 与 A, 归并 得 到 Au ,最 坏 情况 下 的 比较 次 数 是 2 十 3 一 1 一 4. 

2. As 与 A, 归并 得 到 As, ,最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 2 十 3 一 1 一 4. 

3. As 与 Au 归并 得 到 As ,最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 5 十 5 一 1 一 9. 

4. As 与 A, 归并 ,最 坏 情况 下 的 比较 次 数 是 10 十 10 一 1 一 19. 

总 计 需 要 的 比较 次 数 是 


4 十 4 十 9 十 19 = 36 

而 贪心 法 的 归并 次 序 是 : 

1. A, 与 Au 归并 得 到 Au ,最 坏 情况 下 的 比较 次 数 是 2 十 2 一 1 一 3. 
2. As 与 Ai 归并 得 到 Au ,最 坏 情况 下 的 比较 次 数 是 4 十 3 一 1 一 6. 
3. As 与 Au 归并 得 到 As ,最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 3 十 7 一 1 一 9. 
4. As 与 As 归并 ,最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 10 十 10 一 1 一 19. 

总 计 需 要 的 比较 次 数 是 


3 十 6 十 9 十 19 = 37 

4.11 解 如 图 4.1 所 示 , 设 G 王 天 V, 下 ,>, 运 行 Dijkstra 算法 . 

第 1 步 ,S={s},dist[1]=1,dist[2]=dist[3]=dist[4]=o%. 

第 2 步 ,S=={s,1} ,修改 dist[2] 一 0. 

第 3 步 ,S={s,1,2) ,修改 dist[3] 王 一 2. 

第 4 步 ,S=={s,1,2,3) ,修改 dist[4]=2. 

按照 算法 ,or 一 工 但 是 因为 存在 负 圈 1 一 2 一 3 一 1, 从 s 到 1 的 路 径 可 以 沿 着 负 圈 


走 下 去 . 每 走 一 圈 , 路 径 长 度 减 少 一 6, 这 个 过 程 不 会 终止 ,因此 图 中 的 最 短路 径 实际 上 是 不 
存在 的 . 


4.12 (1) Huffman 树 如 图 4. 2 所 示 . 编码 为 
H: 0, G: 10, F: 110, E: 1110, D: 11110， 
C: 111110, B: 1111110, A: 1111111 

(2) 先 证 明 以 下 命题 . 
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志 上 洪 


3 <2 


4.1 反例 图 4.2 Huffman 树 


命题 4.10 设 户 , 户 ,… 为 Fibonacci 数列 , 则 


2 < fi 
证 对 k 归 纳 . 
当 k 二 1 时 ,有 三 fs 显然 为 真 . 
假设 k=n 时 命题 成 立 , 则 k=n 十 1 时 ,有 


an 
2 3 六 的 + for < frrzt fon = furs 
所 以 命题 对 于 ==n 十 1 成 立 . 
k 
综 上 所 述 ，》)f; 过 /us 对 任意 正 整数 人 成 立 . 
i=1 


根据 命题 4. 10 ,前 & 个 字符 合并 后 子 树 的 根 的 权 值 不 大 于 第 & 十 2 个 Fibonacci 数 . 根 
据 Huffman 算法 , 它 将 继续 参加 与 第 & 十 1 个 字符 的 合并 . 因此 个 字符 的 Huffman 编码 
按照 频率 从 小 到 大 依次 是 : 

11…1( 含 2 一 1 个 1 11…10( 含 二 一 2 个 1 11…10( 合 2 一 3 个 1 10， 0 
即 第 ;i(z 盖 1) 个 字母 的 编码 为 11…10( 含 n 一 i 个 1). 

4.13 使 用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 优先 安排 前 DD 个 罚款 最 多 的 作业 . 

算法 的 正确 性 证 明 使 用 交换 论证 的 方法 . 先 给 出 以 下 命题 . 

命题 4.11 设 作业 调度 三 的 安排 次 序 是 一 ,之 ,那么 罚款 

(人 三 Si m(is) 
k=D+1 

证 显然 最 优 调度 没有 空 闪 时间, 不妨 假 设 作业 是 连续 安排 的 . 因为 每 项 作业 的 加 工 

时 间 都 是 1 ,在 截止 时 间 也 之 前 可 以 完成 了 D 项 作业 . 只 有 在 DD 之 后 安排 的 n 一 DD 项 作业 , 即 
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作业 zip+1yIp+2， in 是 被 罚款 的 作业 . 

从 命题 4. 11 可 以 直接 推出 以 下 结果 : 令 S 是 "一 D 项 罚款 最 少 的 作业 构成 的 集合 . 

(1) 对 于 S 中 的 作业 i 和 j ,或 对 于 J 一 S 中 的 作业 i 和 j ,交换 i 和 7 的 加 工 顺序 不 影响 

(2) 对 于 作业 i 和 j,m( 店 二 m(j) ,调度 了 将 i 安排 在 D 之 前 ,7 安排 在 D 之 后 ,那么 交 
换 作业 i 和 j ,得 到 调度 g, 则 g 的 罚款 将 减少 . 因为 

Flg)—F(f)=m(i)—m(j)<0 

根据 上 述 分 析 ,不 难看 到 ,把 罚款 最 小 的 2 一 D 项 作业 安排 在 最 后 将 使 得 罚款 总 额 达 到 
最 小 . 设计 以 下 算法 : 

1. 利用 Select 算法 从 ma(1) ,m(2),…,m(n) 中 选 第 n 一 DD 小, 记 作 mm*. 

2. 用 mm' 与 其 他 nn 一 1 个 m( 让 进行 比较 , 找 出 比 m* 小 的 mn 一 D 一 1 个 mC). 

3. 将 上 述 n 一 DD 项 m( 店 ( 含 m* 在 内 ) 对 应 的 作业 从 DD 时 刻 开始 以 任意 顺序 安排 
加 工 . 

4. 将 剩 下 的 DD 项 作业 以 任意 顺序 安排 在 0,1,…,D 一 1 时 刻 加 工 . 

上 述 算 法 本 质 上 属于 贪心 法 . 根据 前 面 的 分 析 , 它 的 总 罚款 数 与 完全 按照 m(i) 从 大 到 
小 安排 作业 的 贪心 法 是 一 样 的 . 但 是 贪心 法 需要 对 作业 按照 m( 店 的 大 小 排序 ,最 坏 情况 下 
的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn) ;采用 上 述 基 于 Select 选择 过 程 的 算法 需要 的 时 间 不 超过 O(Cz). 

4.14 设 了 是 一 个 调度 ,其 不 被 延迟 的 作业 集合 是 A( 有 {1,2,…,n) ,那么 了 的 利 
润 是 

T(f) = 浊 m(i) 
i€EA(N 
A(D={i|li€ ,f+1< dd ))} 

贪心 策略 : 先 把 作业 按照 利润 从 大 到 小 排序 ,使 得 (1) 室 m(2) 二 …m(n). 然后 从 
第 1 项 到 第 项 依次 做 出 安排 ,对 作业 i(i 二 1,2,…,n) 的 安排 方法 是 : 

1. 如 果 d( 让 一 1 时 刻 没有 安排 作业 ,那么 FiD) 一 dz) 一 1. 

2. 如 果 d( 一 1 时 刻 已 经 安排 了 其 他 作业 ,那么 从 di 一 1 位 置 沿 时 间 区 间 [0,d[ 门 一] 
顺序 向 前 搜索 ,找到 机 器 的 第 一 个 空闲 位 置 ( 即 最 晚 的 空闲 位 置 )[j,j 十 1], 令 了 [=j. 

3. 如 果 从 d(i) 一 1 直到 时 刻 0 机 器 没有 空闲 ,那么 将 任务 i 放 到 集合 S 中 . 

4. 等 到 所 有 的 作业 按照 上 述 方法 扫描 完毕 之 后 ,再 以 任意 顺序 安排 S 中 的 作业 . 

算法 的 正确 性 证 明 如 下 . 

假设 最 优 调度 都 没有 空闲 时 间 . 不 难看 到 : 对 于 两 个 不 同 的 调度 f 和 g ,它们 对 于 某 些 
作业 安排 的 时 间 可 能 不 一 样 . 但 是 ,只 要 A( 亡 一 A(g) ,一 定 有 T( 有 = 二 T(g). 因此 ,在 下 面 
的 证 明 中 不 再 区 分 那些 具有 相同 不 延迟 作业 集 的 最 优 调度 . 

命题 4. 12 ”对 于 任意 A, 算 法 执行 到 第 & 步 ,得 到 不 延迟 的 作业 安排 f(1),f(is),…， 
78) ,那么 存在 一 个 最 优 调度 g ,使 得 对 于 m 二 1,2,…,k, 有 f(is) 王 g(i,). 

证 对 & 归 纳 . 

k 二 1. 设 g 是 一 个 最 优 解 . 若 作 业 1 在 g 中 被 延迟 ,用 作业 1 替换 安排 在 4(1) 一 1 时 
刻 的 作业 j, 得 到 g ,那么 ag 的 利润 至 少 增加 mx(1) 一 m(j)0, 与 g 的 最 优 性 矛盾 . 若 
g(1)<d(1) 一 1, 顺 序 交换 作业 1 和 后 续 作 业 . 直 到 g(1) 二 4d(1) 一 1 为 止 . 显然 与 其 交换 的 
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作业 都 被 提前 ,作业 1 保持 利润 不 变 , 总 利润 不 变 . 因此 交换 后 的 g 是 最 优 解 且 f (1)= 5 
dGD) 一 1 一 g(1). 表 


假设 对 于 任何 正 整 数 k 命题 都 为 真 , 即 存在 一 个 最 优 调度 g, 使 得 对 于 j 一 1,2,…,k, 有 
fi)==g(i), 其 中 =1. 令 Fi) 一 上 

1. 根据 f 的 贪心 策略 ,如 果 有 作业 j,i 二 j 过 isy1 ,那么 j 属 于 被 搁 鸭 的 作业 ,在 其 截止 
时 间 dG7) 之 前 机 器 没有 空闲 . 由 于 g 对 作业 ,is,…,ii 的 安排 与 相同 ,因此 作业 j 在 调 
度 g 中 同样 是 被 搁置 的 作业 . 

2. 如 图 4. 3 所 示 . 由 于 调度 g 没有 空闲 时 间 ,那么 存在 作业 ; 使 得 g(s)==t. 根据 上 面 
的 分 析 有 s 二 iir1. 假若 2 在 g 中 是 被 搁 轿 的 作业 ,那么 由 于 m(iat1) 室 m(s) ,将 s 蔡 换 成 
irt1,8 的 利润 将 增加 ,这 与 g 的 最 优 性 矛盾 ,从 而 ii+i 在 g 中 只 能 被 安排 在 t 时 刻 之 前 . 交 
换 作 业 in 和 s 的 顺序 ,g 的 利润 不 变 , 即 交换 后 的 8 仍旧 是 最 优 解 , 且 Ji) 一 SCi+l)， 


加 f 


0 1 tt] 
图 4.3 调度 f 和 g 


根据 归纳 法 ,对 于 任何 正 整 数 &, 算 法 前 & 步 的 安排 都 将 导致 最 优 解 . 

算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn). 

4.15 采用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 将 任务 按照 &(7) 减 少 的 顺序 排序 ,使 得 &(1) 过 0(2) 过 … 壹 002) ,然后 按照 从 
1 到 的 顺序 在 机 器 A 上 安排 预 处 理 . 任何 任务 在 A 上 完成 预 处 理 后 ,立刻 放 到 一 台 闲 置 
的 机 器 B 上 进行 加 工 . 

在 时 刻 0 机 器 A 开始 工作 ,不 妨 设 机 器 A 没有 空闲 时 间 . 对 于 任何 调度 f= 二 i， 
记 ,… 记 ,任务 宰 (j 二 1,2,…,n) 的 完成 时 间 是 

di(ii) = DU aC) By 


k=1 


总 加 工时 间 是 
T(f) = max{dy(i) | j= 1,2,°,n)} 
下 面 使 用 交换 论证 的 方法 证 明 贪 心 法 得 到 最 优 解 . 

命题 4. 13 ”对 于 上 述 问题 ,选择 在 机 器 B 上 加 工时 间 长 的 任务 先 做 预 处 理 的 算法 可 得 
到 最 优 解 . 

证 假设 大 二 ii ,和 5 二 是 一 个 最 优 解 , 如 果 在 中 存在 逆序 , 即 存 在 任务 7 和 A， 
50( 站 三 5b(k) ,但 是 FG) 过 FA). 不 难看 出 ,在 了 的 所 有 逆序 中 一 定 存在 连续 安排 的 一 对 任务 
7 和 A 构成 逆序 . 在 f 中 交换 任务 y 和 k 得 到 调度 g. 下 面 证 明 g 也 是 最 优 调度 . 

首先 不 难看 到 : 在 调度 f 和 g 中 ,除了 jj 与 & 之 外 的 其 他 任务 的 完成 时 间 都 相等 ,因此 
影响 和 g 的 总 加 工时 间 的 只 能 是 7 和 A 的 完成 时 间 . 下 面 分 别 计算 ; 和 A 在 两 个 调度 的 
完成 时 间 . 

如 图 4.4 所 示 . 设 f(j) 一 g(k) 一 C, 那 么 有 
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dr01) 一 C 十 aG1) 十 DO7) 

dr(CR) = C+a(j) +a(k) 十 DCR) 

ds(k) 一 C 十 CCR) 十 DCR) 

cs) 一 C 十 aCR) 十 <cGO) 十 DGO7) 
因为 5C7 委 2CA) ,ae 二 0,a(C) 二 0, 因 此 

max{dy(j) ,dy(k)} 一 C 十 aG) 十 CCR) 十 DCR) 
三 max{ds(J) ,ds (k)} 

从 而 证 明了 T() 宇 T(g),g 也 是 最 优 调度 . 
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图 4.4 调度 f 和 g 


个 元 素 的 排列 中 至 多 含有 n(n 一 1)/2 个 逆序 ,从 一 个 最 优 解 f 出 发 ,经 过 有 限 次 交 
换 , 可 以 消除 所 有 逆序 ,同时 不 改变 解 的 最 优 性 ,从 而 证 明了 用 贪心 法 得 到 的 是 最 优 解 . 


算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn). 


4.16 本题 不 是 组 合 优化 问题 ,但 是 可 以 按照 如 下 的 贪心 策略 进行 求解 . 

贪心 策略 : 从 ,as，… 顺 序 检索 ,找到 6b 在 A 中 第 一 次 出 现 的 位 置 ai, 从 w+ 开始 接 
着 找 bs 在 A 中 第 一 次 出 现 的 位 置 a4 ,从 arti 开 始 找 5 第 一 次 在 A 中 出 现 的 位 置 ,… ,直到 
找到 5b 在 A 中 第 一 次 出 现 的 位 置 . 如 果 上 述 查 找 都 成 功 ,那么 B 是 A 的 子 序列 . 如 果 某 个 


b; 在 A 中 没有 找到 ,那么 B 不 是 A 的 子 序列 . 
伪 码 如 下 : 
输入 ; A 王 二 ai az av 二 ,了 B 一 一 0 2 2 过 
输出 : L[1..m]j or “No” //L[j] 表 示 6b; 在 A 中 位 置 的 下 标 
1 


2. while i<n and j<m 
名 if a;=b; 
4. then L[jj<i 
5. | 
让 了 7 一双 十 1 return L 
6. 说 < 十 


7. return“No” 


第 2 行 的 while 循环 每 进入 1 次 ,n 就 加 1, 因 此 至 多 执行 O(n) 次 ,循环 内 部 是 常数 时 


间 , 因 此 算法 的 运行 时 间 是 O(n). 

考虑 下 面 的 命题 . 

命题 4.14 设 算法 得 到 的 解 是 L 二 一 4,1;,… ,ls 记 , 那 么 对 于 任意 解 C 二 过 ci ,cs，*…， 
cs>;: 有 ALij]=ALcj]=BLiJE GS<6, j=1,2,° sm; 

证 二 和 C 都 是 解 ,因此 对 于 j 二 1,2,…,m 有 ALl;j] 二 ALc;] 二 BLj]. 下 面 证 明 对 任何 
了 有 万 委 ci. 

7 一 1 ,根据 算法 描述 .AL ] 是 在 从 头 开始 扫描 人 A 序列 时 第 一 个 等 于 5 的 字符 ,而 A[c ] 
是 A 中 某 个 等 于 6 的 字符 ,因此 La. 

假设 对 于 所 有 的 k,l 三 ci. 考虑 上 十 1, 因 为 ci 二 cori, 于 是 4 二 crt1; 即 ALcr+i] 排 在 
AL 后 面 , 且 ALcwtr1j] 二 B41. 于 是 c+1 是 在 后面 等 于 字符 b+1 的 某 个 位 置 . 根据 算法 ， 
Uti 是 4 后面 第 一 个 等 于 字符 654+1 的 位 置 ,因此 ini 和 crni. 

设 荆 = 过 0 ,ls,，…,1, 记 是 算法 得 到 的 解 , 如果 B 确实 是 A 的 子 序列 ,存在 解 C= 
过 cycar*scm 记 ,其 中 是 5b; 在 A 中 的 位 置 . 如 果 C 天 工 , 那 么 根据 命题 4. 14 可 以 依次 把 
cl 替换 成 ,cs 替换 成 1, ,…,c。, 替换 成 2。,' 最 终 得 到 算法 的 解 . 每 次 替换 后 得 到 的 仍旧 是 
子 序列 . 于 是 ,如 果 问 题 的 实例 有 解 , 算 法 的 解 就 是 正确 的 . 

需要 说 明 的 是 : 本 题 不 是 使 得 目标 函数 达到 最 大 或 最 小 的 组 合 最 优化 问题 ,不 同 的 解 
之 间 没 有 哪个 解 更 优 的 区 别 ,但 是 在 算法 设计 中 同样 体现 了 贪心 选择 的 思想 : 把 B 中 字符 
与 A 匹配 时 ,在 满足 子 序列 要 求 的 前 提 下 尽 可 能 选择 最 前 面 的 字符 . 

4.17 (1) 先 证 明 有 关 最 小 生成 树 的 一 个 性 质 . 

命题 4.15 设 工 是 图 G 的 一 棵 最 小 生成 树 ,C 是 G 中 的 一 个 圈 , 如 果 C 中 边 的 权 彼此 
不 等 ,那么 在 C 中 权 最 大 的 边 不 属于 工 . 

证 设 e 是 在 C 中 权 最 大 的 边 . 假若 e 在 工 中 , 取 C 中 不 在 工 中 的 边 e ,由 于 zw(e) 与 
w(e ) 彼 此 不 等 ,于 是 w(e ) 二 w(e). 用 e 蔡 换 e, 得 到 的 是 一 棵 G 的 生成 树 T* , 且 wT* ) 一 
(CT) ,与 工 的 最 小 性 矛盾 . 

VeEE, 令 s(e) 二 一 w(e) 是 边 e 的 权 值 , 构 造 带 权 图 G = 二 V,E,S 二 .可 以 证 明 G 的 
最 小 生成 树 六 满足 本 题 所 要 求 的 最 佳 带宽 性 质 . 

命题 4.16 ”Yu,uEV,P' 是 在 上 述 生成 树 T 中 连接 w 与 v 的 唯一 路 径 , 那 么 ww(P') 一 
wu,v). 

证 用 反 证 法 . 假若 不 是 ,那么 G 中 存在 结 点 u 和 wv, 且 有 一 条 u-v 路 径 己 ,使 得 
w(P’) 二 w(P). 设 e = 二 (zx,y) 是 TT 中 带宽 最 小 的 边 , 即 Ye€EP’,w(P’) 二 wl(e’) 二 w(e). 又 
由 w(P )<w(P),P 上 任何 边 的 带宽 大 于 w(e'), 因 此 。 不 在 路 径 P 上. 于 是 G 中 存在 一 
个 圈 C, 如 图 4.5 所 示 ,C 从 zx 经 过 P' 路 径 上 的 一 段 到 ,然后 
经 过 路 径 P 到 wv, 青 经 过 路 径 P' 上 的 一 段 到 yy ,再 经 过 边 。 最 
后 回 到 xz. 从 上 面 的 分 析 可 知 ,e 是 C 上 带宽 最 小 的 边 , 即 
w(e ) 二 w(e). 而 在 TT 中 边 e 的 权 s(e) 二 一 wle), 即 s(e 过 
s(e), 即 e' 是 圈 C 中 权 最 大 的 边 . 根据 命题 4.15, 边 权 最 大 的 
边 不 属于 任何 最 小 生成 树 ,与 T' 是 G' 的 最 小 生成 树 矛 盾 . 由 
此 可 知 不 存在 具有 更 佳 带宽 的 wu-v 路 径 P. 从 而 有 w(P') 二 4.5 G' 中 的 圈 C 


wu,v). 
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(2) 根据 上 述 命题 ,可 以 设计 算法 如 下 : 

1. 对 所 有 的 eEE, 令 s(e) 二 一 w(e). 

2. 求 带 权 图 G' 二 二 V,E,S 放 的 一 棵 最 小 生成 树 . 

根据 Kruskal 算法 ,最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 T(n) 二 OC(mlogm) 二 OCmlogn). 

4.18 (1) 按照 标号 从 小 到 大 考查 广告 . A 是 被 选取 的 广告 标号 集合 ,初始 A= {1}. 
设 ) 是 当前 A 中 最 大 标号 . 考查 第 & 个 项 目 时 , 需 检验 s(k) 宇 4(j). 若是 , 则 把 上 加 入 A; 
否则 考查 & 十 1 项 . 

命题 4.17 对 任意 正 整 数 k, 算 法 选择 了 kk 项 广告 二 1,is，…,, 存 在 包含 二 1,is，…， 
的 最 优 解 . 

证 对 归纳 . 

k 三 1 ,一定 存 在 最 优 解 包含 1. 如 若 不 然 , 设 最 优 解 A 中 广告 的 最 小 标号 是 j ,将 j 替换 
成 1, 即 

A =(A— {7 U {YD 
那么 A" 是 包含 标号 1 的 最 优 解 . 

假设 对 任意 正 整 数 命 题 为 真 , 即 算法 到 第 k 步 选择 了 k 项 广告 i 二 1,i,,…,ii, 且 存 

在 包含 记 二 1,is，… ,is 的 最 优 解 A ,那么 有 
A= {ivioy"si} UB 

令 S' 是 5S 一 {六 ,is,… si) 中 开始 时 间 不 小 于 d(k) (与 已 经 选中 的 广告 相 容 ) 的 那些 广告 的 集 
合 . 那么 不 难 证 明 B 是 S' 的 一 个 最 优 解 . 根据 归纳 基础 的 证 明 可 以 知道 ,第 1 步 选择 标号 
最 小 的 广告 总 能 导致 最 优 解 ,因此 S' 中 有 一 个 包含 广告 i 的 最 优 解 B". B' 与 B 都 是 最 
优 解 ,因此 1B" |==1B1. 在 A 中 用 B* 替换 B 就 得 到 如 下 最 优 解 

A’ = (iio UB 人 
这 恰好 包含 了 算法 前 & 十 1 步 的 选择 . 根据 归纳 法 ,命题 得 证 . 

算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(n). 

(2) 用 动态 规划 算法 , 设 FLA] 表 示 考 虑 前 & 个 广告 且 选 中 第 & 个 广告 的 最 大 效益 . 定 
义 p(k) 是 与 & 相 容 ( 时 间 不 重 释 ) 且 标号 小 于 让 的 广告 中 的 最 大 标号 ， 那么 FL 人 满足 如 下 
递 推 关 系 : 

F[k] = max{F[k—1],F[Lp(k)]+v(k)}, k>>1 
p(k) = max{i | i € {1,2,°…,k—1} dO) < ss(k)} 
F[1] = v1 
用 标记 函数 iL&j 记 下 当选 到 第 k 项 广告 时 , 紧 接 在 它 前 边 安排 的 广告 标号 , 即 
[条 二 ‘a 3plk) E {1,2,…, 一 1} FLp(R)]+ vk) 三 FE 一 I 
0 否则 
算法 得 到 的 最 大 效益 是 


& 之 1 


max{F[k] | 一 1.2.…,2)} 
算法 输出 数组 下 和 i 以 及 取得 最 大 效益 时 的 A 值 ( 最 后 一 项 广告 的 标号 ). 
为 追踪 解 A 需要 考查 标记 函数 i. 具体 方法 是 : 将 & 加 入 解 人 . 接着 追踪 it], 如 果 
iLk] 二 j ,那么 ; 是 在 k 前 面 被 选中 的 广告 标号 . 把 j 加 入 A, 将 更 新 为 j ,继续 追踪 新 的 
iLk], 直 到 i[kj] 二 0 为止. 


信心 法 


上 述 算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复杂 度 是 OG )， 
4.19 采用 贪心 法 . 2 


贪心 策略 : 按照 单位 存储 空间 被 检索 的 概率 广 /s: 从 大 到 小 排序 文件 使 得 
大 > 太 之 … 之 丰 


然后 按照 文件 排序 的 顺序 依次 存 入 磁带 . 

命题 4.18 按 上 述 次 序 存储 磁盘 的 平均 检索 时 间 达 到 最 小 . 

证 设 某 个 最 优 解 OPT(T) 的 磁盘 文件 顺序 是 ,is,… ,i,, 则 平均 检索 时 间 是 
KOPTCDY = fiss + Filss + 5s) 二 +f 二 5 十 8) 二 十 有 G38 十 十 6) 
如 果 OPT(D 与 算法 的 解 不 等 ,那么 它们 的 区 别 在 于 OPT( 了 D) 中 存在 逆序 . 若 在 OPT(D) 中 
存在 逆序 ,一定 存在 相 邻 的 逆序 ,比如 第 i 个 文件 和 第 j 个 文件 构成 相 邻 的 逆序 .交换 文件 i 

和 j 得 到 解 PC(D ,那么 
1(OPT(D) 一 上 P(CD)= [fisi + fiCsit+s)]— Lf;s;+t fils; si)] 
= ffs>0 (£<E) 
从 而 证 明了 从 OPT(I) 出 发 ,交换 具有 相 邻 逆序 的 元 素 后 仍旧 得 到 最 优 解 . 每 进行 1 次 交 
换 ,消除 1 个 逆序 . 至 多 经 过 xz(z 一 1)72 次 交换 ,就 消除 了 所 有 的 逆序 ,从 而 得 到 算法 的 解 ， 
因此 算法 的 解 也 是 最 优 解 . 

算法 最 坏 情 况 下 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn). 

4.20 使 用 贪心 法 . 

贪心 策略 : 排序 ri 为 递减 次 序 ,使 得 帮主 ;三 … 三 7, ,依次 购买 . 

命题 4.19 按照 上 述 顺序 购买 软件 许可 证 花费 的 总 钱 数 最 少 . 

证 设 最 优 解 为 OPT(D ,假设 在 OPT(D 存 在 逆序 , 即 x 三 xi, 但 是 j 在 i 前面 购买 . 
一 定 有 相 邻 的 逆序 , 即 存在 ; 和 j ,使 得 j 在 i 前 面 与 i 相 邻 . 设 j 是 第 上 个 月 购买 ,i 是 第 :十 
1 个 月 购买 . 交换 i 与) 得 到 解 SCD) ,那么 花费 之 差 

V(OPT(D)V(S(D) 
= (ri X1000+r X1000) — (rt x 1000+ rt! x 1000) 
= [rr —1)—r(;—1)] X1000 
由 于 x7; 之 x; ,于 是 ri 一 1 之 rj 一 1 且 x 之 ,得 到 上 式 宕 0. 

算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 

4.21 使 用 贪心 法 . 类 似 于 习题 4. 9. 把 每 个 集合 看 成 一 个 进程 ,进程 A; 的 开始 时 间 
为 a; ,结束 时 间 为 5;. S 相当 于 测试 点 的 集合 , 求 最 小 的 S ,使 得 每 个 进程 至 少 包含 S 中 一 个 
测试 点 . 

贪心 策略 : 对 5; 按照 从 小 到 大 的 次 序 排序 ,将 5b 放 入 S. 将 5b 记 作 当前 测试 点 x. 按 
照 顺 序 依次 检查 A; ,A;,…， A,. 如 果 a; 三 zx, 则 S 中 已 包含 A; 中 的 某 个 整数 , 接 下 去 检查 
Ali 如果 a; 记 zx, 那么 把 5 加 入 S. ,并 将 更 新 为 5;. 伪 码 如 下 : 

1. 按照 5b; 从 小 到 大 对 集合 A1 ,A,,…A, 排 序 ,使 得 5b <<b, 过 …<&b，,. 

2. 令 S={b1} 


3. for i<2 ton do 
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4 让 <ai 

到 then S—SU (b,} 

6 一 

7. return S 

命题 4. 20 ”按照 上 述 算法 选 出 的 S 是 与 每 个 A; 相 交 的 最 小 集合 . 

证 对 步 数 k 归 纳 . 

k 二 1, 存在 最 优 解 S 含有 6b1. 假设 是 最 优 解 ,含有 A 中 的 z;. 如 果 zx; 不 是 5b, 用 避 
替换 zx; 得 到 T', 由 于 zx;<bi ,每 个 集合 是 连续 整数 ,含有 zx; 的 集合 一 定 含有 b1 ,于 是 T 也 是 
最 优 解 . 

假设 对 于 任意 4, 算 法 上 & 步 选择 都 导致 最 优 解 , 即 存在 最 优 解 

T=TUB 
其 中 工 ,二 {6 ,5z,… ,ba) 是 算法 前 k 步 选择 的 数 的 集合 .如果 Ti 与 Ai+1，,…,A, 不 交 的 集合 
为 An ,Ajs，,…,An ,那么 BB 是 Ajl，Aj，…，Axn 的 最 优 解 . 若 不 然 , 存 在 更 好 的 解 B* ,那么 
TUB "将 是 比 工 更 好 的 解 , 与 归纳 假设 矛盾 . 

根据 归纳 基础 ,An ,Aj,… ,Ax 有 一 个 最 优 解 B' 含 有 算法 第 k 十 1 步 选择 的 元 素 wu+b， 

且 1B'|=|1B|, 于 是 
他 三 天 则 也 一 TU {Biarp 一 人 0 DO s*"*} 
且 |T'|=|T|, 于 是 算法 到 第 k 十 1 步 的 选择 也 将 导致 最 优 解 . 根据 归纳 法 命题 得 证 . 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn). 


六 
Un 
山 


回溯 与 分 支 限界 


1. 基本 概念 

解 空间 ”搜索 问题 的 解 所 在 的 集合 ,又 称 为 搜索 空间 . 解 空间 通常 可 以 安排 成 树 形 结 
构 , 常 用 解 空间 有 子 集 树 ,排列 树 等 . 

回溯 算法 ”遵照 某 种 策略 搜索 解 空间 从 而 找 出 解 的 过 程 . 常用 的 搜索 策略 有 : 深度 优 
先 、 宽 度 优先 .规则 优先 等 . 

分 支 限 界 算法 ”回溯 算法 的 一 种 特例 .在 回溯 算法 运行 过 程 中 ,为 加 快 算法 的 速度 , 尽 
可 能 多 地 在 解 空间 中 进行 剪 枝 ,设立 新 的 约束 条 件 一 一 代价 函数 和 界 . 当代 价 函 数值 小 于 
(对 于 最 大 化 问题 ) 界 的 时 候 即 进行 剪 枝 , 这 种 回溯 算法 称 为 分 支 限界 算法 . 

代价 函数 ”以 搜索 树 的 任何 的 结 点 v 开始 搜索 以 wv 为 根 的 子 树 ,在 这 个 范围 可 能 得 到 
可 行 解 ,代价 函数 f(v) 表 示 在 该 子 树 中 可 行 解 的 目标 函数 值 的 一 个 上 界 ( 对 于 最 大 化 
问题 ). 

界 函 数 ”函数 在 搜索 树 中 某 结 点 的 函数 值 是 算法 搜索 到 该 结 点 时 ,已 经 得 到 的 可 行 解 
的 目标 函数 的 最 大 值 . 

多 米 诺 性 质 ， P(x ,zy ,…,zi+l) 为 真 列 含 P(x ,zs，… ,ZX;) 为 真 . 

2. 算法 

nn 皇后 问题 的 回溯 算法 ”该 问题 是 ; 在 n Xn 的 棋盘 上 放 先 个 皇后 ,使 得 任何 两 个 
皇后 不 能 相互 攻击 , 即 棋盘 的 同一 行 、 同 一 列 、. 主 对 角 线 的 平行 线 、 副 对 角 线 的 平行 线 上 都 不 
能 有 两 个 以 上 的 皇后 . 给 出 所 有 的 放置 方法 . 该 问题 的 回溯 算法 的 解 空 间 是 一 个 树 高 为 n 的 
n 叉 完 全 正则 树 , 树 中 第 & 层 的 边 表示 棋盘 中 第 & 行 的 皇后 位 置 ,搜索 策略 是 深度 优先 ,在 
每 个 结 点 处 检查 是 否 有 皇后 冲突 , 若 有 , 则 回溯 ; 若 无 , 则 向 下 分 支 . 若 以 检查 两 皇后 是 否 冲 
突 作 为 基本 运算 ,该 算法 的 最 坏 情形 复杂 性 为 O(3n X 2n") 二 O(n"1?). 

0-1 背包 问题 的 回溯 算法 0-1 背包 问题 的 描述 见 第 3 章 . 该 问题 的 回溯 算法 的 解 空 间 
是 一 个 树 高 为 的 2 又 完全 正则 树 , 即 子 集 树 , 树 的 第 & 层 中 ,关联 每 个 顶点 的 两 条 边 分 别 
表示 第 个 物品 放 入 或 不 放 入 背包 中 (分 别 标记 为 1 和 0) ,搜索 策略 是 深度 优先 ,在 每 个 结 
点 处 检查 放 入 背包 物品 重量 之 和 是 否 大 于 背包 的 承载 量 , 若 是 , 则 回溯 ;否则 向 下 分 支 . 若 以 
数 的 大 小 比较 作为 基本 运算 , 则 该 算法 的 最 坏 情形 复杂 性 为 0(2"). 
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货 郎 问题 CTSP) 的 回溯 算法 ” 货 郎 问题 是 指 , 某 售货员 要 到 若干 城市 去 推销 商品 ,各 城 
市 之 间 的 距离 为 已 知 ;他 要 选 定 一 条 从 驻地 出 发 经 过 所 有 城市 最 后 回 到 驻地 的 一 条 周游 路 
线 , 使 得 总 的 路 程 最 短 . 其 数学 模型 是 : 已 知 一 个 带 权 图 完全 图 ( 结 点 代表 城市 , 边 代 表 城 
市 之 间 的 道路 , 权 代表 城市 之 间 的 距离 ,如 两 个 城市 之 间 无 直接 连接 的 道路 , 设 其 权 为 =, 所 
以 权 为 正 数 或 无 穷 ) , 求 权 和 最 小 的 一 条 哈密 顿 回 路 . 该 问题 的 回溯 算法 的 解 空间 是 一 个 树 
高 为 n 的 排列 树 , 树 中 关联 根 结 点 的 第 1 层 的 边 只 有 一 条 ,表示 该 售货员 所 在 的 城市 编号 ， 
第 2 层 有 nn 一 1 条 边 (n 为 城市 的 个 数 ) ,分 别 表示 下 一 步 要 到 达 的 城市 编号 ,第 k(k 宇 2) 层 中 
每 个 顶点 有 n 一 (k 一 1) 条 边 , 分 别 表 示 下 一 步 要 到 达 的 城市 编号 . 搜索 策略 是 深度 优先 ,在 
每 个 结 点 处 计算 所 经 过 的 路 径 的 长 度 . 车 以 数 的 加 法 作为 基本 运算 ,该 算法 的 最 坏 情 形 复 杂 
性 为 O(n 一 1)1). 

装载 问题 的 回溯 算法 ”装载 问题 是 指 , 设 有 重量 分 别 为 rw 的 个 集装箱 ,将 其 装 上 


2 艘 载重 分 别 为 c 和 c 的 轮船 ,已 知 Sw 太 a 十 cz, 问 是 否 存 在 一 种 合理 的 装载 方案 将 


2 个 集装箱 装 上 轮船 ? 该 问题 的 回溯 算法 的 解 空间 是 一 个 子 集 树 ,搜索 策略 是 深度 优先 ,在 
每 个 结 点 处 检查 装 和 人 的 集装箱 重量 之 和 是 否 超过 第 一 稻 船 的 承载 量 . 遍历 整个 解 空 间 后 得 
到 使 得 装 入 第 一 稻 船 的 集装箱 的 重量 最 大 . 最 后 检查 剩 下 集装箱 的 重量 之 和 是 否 小 于 第 二 
条 船 的 承载 量 ,如 是 则 回答 是”; 和 否则 回答 “和 否 ” 若 以 数 的 加 法 作为 基本 运算 ,该 算法 的 最 坏 
情形 复杂 性 为 0(2"). 

图 的 m 着 色 问 题 该 问题 是 指 ,给 定 无 向 连通 图 G 和 wm 种 颜色 ,用 这 些 颜 色 给 图 的 顶 
点 着 色 ,每 个 顶点 一 种 颜色 . 如 果 要 求 G 的 每 条 边 的 两 个 顶点 是 不 同 颜 色 , 给 出 所 有 可 能 的 
着 色 方 案 ; 如 果 不 存在 着 这 样 的 方案 , 则 回答 “No”. 该 问题 的 回溯 算法 的 解 空间 是 一 个 mm 叉 
完全 正则 树 ,搜索 策略 还 是 深度 优先 . 若 以 颜色 比较 作为 基本 运算 ,该 算法 在 最 坏 情形 下 的 
复杂 性 为 O(nm”). 

背包 问题 的 分 支 限界 算法 ”问题 的 描述 见 主教 材 第 3 章 . 该 问题 的 分 支 限界 算法 是 
在 回溯 算法 的 基础 上 ,定义 如 下 代价 函数 ; 结 点 二 zi,zxs，…,zs 二 的 代价 函数 值 为 : 在 


<ziz Zi yz 二 中 ,无 论 z+i，…yzne 取 何 值 ， DD 的 一 个 上 界 ; 界 函 数 在 
i=1 


结 点 二 zi ,Ts，… ,zt 记 处 的 函数 值 是 在 此 结 点 之 前 已 经 找到 的 方案 中 , 放 入 背包 物品 的 最 大 
总 价值 . 若 以 数 的 加 法 作为 基本 运算 ,该 算法 在 最 坏 情形 下 的 复杂 性 依然 为 0(2"). 

最 大 团 问题 的 分 支 限 界 算法 ”该 问题 为 求 无 向 图 的 顶点 个 数 最 多 的 团 . 该 问题 的 分 支 
限界 算法 中 的 解 空间 是 一 颗 子 集 树 ,代价 函数 是 下 =c, 十 n 一 &, 其 中 : co 为 目前 形成 的 团 的 
顶点 数 ( 初 始 为 0) ,k 为 目前 检索 的 子 集 树 的 结 点 的 层 数 , 即 已 经 检索 过 的 顶点 数 . 以 检查 两 
个 结 点 是 否 相 邻 作为 基本 运算 ,该 算法 在 最 坏 情 形 下 的 复杂 性 为 O(n2"). 


货 郎 问题 (TSP) 的 分 支 限 界 算法 ”在 回溯 算法 的 基础 上 ,定义 如 下 代价 函数 : 工 = 26 四 


4 十 4 ,其 中 6 为 已 选 定 巡 回路 线 的 长 度 , 31 十 4 为 经 过 剩余 结 点 回 到 结 点 1 的 最 
二 信也 i¢B 


乱 距 离 的 一 个 下 界 , 界 函数 值 为 当前 得 到 的 最 短 巡 回路 线 长 度 . 若 以 数 的 加 法 作为 基本 运 
算 , 该 算法 在 最 坏 情形 下 的 复杂 性 依然 为 O(n 一 DD. 


回 济 与 分 支 腿 办 


圆 排 列 问题 的 分 支 限 界 算法 ”该 问题 是 指 ,给 定 n 个 圆 ,已 知 每 个 圆 的 半径 7x;. 现 将 它 
们 放 到 和 矩形 框 中 ,各 圆 与 矩形 底 边 相 切 , 求 具有 最 小 长 度 4 的 圆 排列 . 该 问题 的 分 支 限界 算 
法 中 的 解 空间 是 一 个 排列 树 ,搜索 策略 是 深度 优先 ,代价 函数 工 ; 为 zi 十 (2n 一 2k 十 Dr 十 i， 
其 中 : > 为 后 面 待 选 的 2 一 A 个 圆 以 及 第 & 个 圆 中 最 小 半径 的 值 ,x 表示 第 个 圆 的 圆心 的 
横 坐 标 . 界 函数 在 一 ,和 ,…, 站 二 处 的 值 是 当前 已 得 到 的 最 小 圆 排 列 长 度 . 若 以 数 的 加 法 作 
为 基本 运算 ,该 算法 在 最 坏 情形 下 的 复杂 性 依然 为 OC n 十 1) 1). 

连续 邮资 问题 的 回溯 算法 ”该 问题 是 指 , 设 及 种 不 同 面值 的 邮票 ,每 个 信封 至 多 贴 
m 张 邮 票 , 试 给 出 邮票 面值 的 最 佳 设计 (面值 为 正 整 数值 ) ,使 得 到 从 1 开始 , 增 量 为 1 的 连 
续 邮 资 区 间 最 大 . 该 问题 的 回溯 算法 中 的 解 空间 并 不 是 算法 一 开始 就 能 确定 下 来 ,需要 边 搜 
索 边 构造 . 设 在 结 点 二 zi ,zs，… ,zi; 处 ,邮资 最 大 连续 区 间 为 {1,2,… ,ri), 则 ziy1 的 取 值 
范围 为 {zi 十 1，… ,ri 十 1}. 


5.2 习 题 


要 求 : 对 于 回溯 法 ,要 说 明 解 向 量 .搜索 树 结构 、 搜 索 策 略 .代价 函数 (如 果 存 在 ) 等 ,并 
给 出 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 函数 . 对 于 给 定 的 数 的 输入 实例 , 求 出 所 有 的 可 行 解 ( 或 一 个 
最 优 解 ). 
5.1 用 回溯 法 求 下 列 不 等 式 的 所 有 的 整数 解 . 要 求 给 出 伪 码 和 解 . 
3rzi 十 4zz 十 2z: 委 12 
人 ,zs "Ts 为 非 负 整数 
5.2 最 小 重量 机 器 设计 问题 . 某 设备 需要 4 种 配件 ,每 种 1 件 . 有 3 个 供应 商 提供 这 
些 配 件 , 表 5. 1 给 出 相关 的 价格 和 每 种 配件 的 重量 . 从 中 选择 这 4 种 配件 ,使 得 总 价值 不 超 
过 120, 总 重量 最 轻 . 


表 5.1 产品 和 供应 商 信息 表 


供应 商 1 供应 商 2 供应 商 3 
零件 编号 
价格 重量 价格 重量 价格 重量 
1 10 5 8 6 12 4 
2 20 8 21 10 30 5 
3 40 5 42 4 30 10 
4 30 20 60 10 45 15 


5.3 ”如 图 5.1 所 示 , 一 个 4 阶 Latin 方 是 一 个 4 X 4 的 方 格 ,在 它 的 每 个 方 格 内 填 和 人 
1、2、3 或 4, 并 使 得 每 个 数字 在 每 行 、 每 列 都 恰好 出 现 一 次 . 用 回溯 法 求 出 所 有 第 一 行为 1、 
2.3.4 的 4 阶 Latin 方 .将 每 个 解 的 第 2 行 至 第 4 行 的 数字 从 左 到 右 写成 


次 攻 河 此 : 吉 医 5 

一 个 序列 . 例如 图 5. 1 中 的 Latin 方 对 应 于 解 : <3,4,1,2,4,3,2,1,2,1，|3|4|1|2 
4,3 二 . 给 出 所 有 可 能 的 4 阶 Latin 方 . 中 | 3 | 要 | 于 
5.4 应 用 回溯 算法 给 出 (1.2,3.4} 的 所 有 置换 . 2|1|14|3 


5.5 给 出 8 皇后 问题 的 一 个 广度 优先 回溯 算法 ,并 分 析 该 算法 的 时 图 5.1 Latin 方 


志 加 洪 
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间 复 杂 度 . 
5.6 子 集 和 问题 . 设 n 个 不 同 的 正 数 构成 集合 S , 求 出 使 得 和 为 某 数 M 的 S 的 所 有 
志和 储 : 
5.7 分 派 问题 . 给 个 人 分 配件 工作 ,给 第 i 个 人 分 配 第 j 件 工作 的 成 本 是 C(i,j). 
试 求 成 本 最 小 的 工作 分 配方 案 . 
5.8 电路 板 排列 问题 . 设 B={1,2,…,n}) 是 n 块 电路 板 的 集合 ,L= {Ni, Ni,…,N,} 
是 m 块 连接 块 的 集合 .对 j 二 1,2,…,m, 连 接 块 
NS 有 相当 于 一 条 导线 ,把 属于 Ni 的 所 有 电路 板 
连 起 来 . 如 图 5. 2 所 示 , B= {1,2,…,8), 其 中 位 
1 置 1,2,…,8 是 插 模 , 每 个 插 权 可 以 插入 一 块 电 路 
1 2 3 4 5 6 7 8 板 . 当 电 路 板 按照 菜 种 排列 顺序 全 部 插入 后 ,一 些 
图 5.2 电路 板 问 题 的 实例 连接 块 的 导线 有 可 能 从 一 块 电路 板 插 槽 跨 到 相 邻 
的 另 一 个 插 模 .比如 图 5. 2 中 的 5 块 连接 块 是 ， 
= 
如 果 电 路 板 按照 3,4,6,5,1,7,8,2 的 顺序 排列 ,那么 横 跨 插 槽 1 和 2 的 连 线 数 是 3, 即 连接 
块 N; 、N; 和 N, ; 横 跨 插 模 2 和 3 的 连 线 数 是 4, 即 连接 块 Ni 、N: 、Ns 和 Ni;…:; 横 跨 插 槽 
7 和 8 的 连 线 数 是 1, 即 连接 块 N: ;其 中 最 大 连 线 数 是 4. 称 4 是 排列 X= 二 3,4,6,5,1,7， 
8, 2 过 的 排列 密度 , 记 作 density(X). 对 于 电路 板 的 不 同 排列 X 和 X"“ ,其 排列 密度 值 可 能 是 
不 一 样 的 . 电路 板 问 题 是 指 , 给 定 集 合 B 和 二 , 求 使 得 排列 密度 最 小 的 电路 板 排 列 . 
(1) 对 上 述 电 路 板 问 题 的 实例 , 求 出 该 实例 的 最 优 解 . 
(2) 不 遍历 搜索 树 ,用 数学 方法 证 明 你 的 解 是 最 优 的 . 
5.9 设 有 nn 项 任务 由 k 个 可 并 行 操作 的 机 器 完成 ,完成 任务 i 所 需要 的 时 间 是 1;, 求 
一 个 最 佳 任务 分 配方 案 , 使 得 完成 时 间 ( 即 从 时 刻 0 计时 ,到 最 后 一 台 机 器 停止 的 时 间 ) 达 到 
最 短 . 
5.10 在 5.9 题 中 ,假设 每 个 任务 有 个 完成 期 限 B; ,以 及 超出 期 限 的 罚款 数 f;. 试 求 一 
个 最 佳 任务 分 配方 案 , 使 得 完成 所 有 任务 的 总 罚款 最 少 . 
5.11 哨兵 布置 问题 . 一 个 博物 馆 由 排 成 mxXn 个 矩形 阵列 的 陈列 室 组 成 ,需要 在 陈 
列 室 中 设立 哨 位 ,每 个 哨 位 上 的 哨兵 除了 可 以 监视 自己 所 在 陈列 室外 ,还 可 以 监视 他 上 、 下 、 
左 、 右 四 个 陈列 室 , 试 给 出 一 个 最 佳 哨 位 安排 方法 ,使 得 所 有 陈列 室 都 在 监视 之 下 ,但 使 用 的 
哨兵 最 少 . 


5.3 ”习题 解答 与 分 析 


5.1 34 个 解 . 即 

WD D0 
大 
0 
1 
0 0 Cl 0 0 
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5.2 按照 价格 从 小 到 大 对 零件 排序 . 设 解 向 量 为 二 zz ,zs> ,zi 一 ) 表示 第 i 号 
零件 由 j 号 供应 商 供 货 . 1<<zxj<m. 结 点 二 zi ,zs，… ,zx 全 表示 已 经 选择 了 前 4 号 零件 的 
供应 商 , 正 在 处 理 第 & 十 1 号 零件 . 

约束 条 件 : 选择 了 下 一 个 零件 后 总 价格 不 超过 120. 


代价 函数 : 
上 
Dw 十 bp min {wx} 
j=k+1 全 1 


解 : 对 实例 一 3,1,2,3 二 ,总 重量 为 31 ,价值 为 119. 

5.3 有 24 个 Latin 方 ,如 图 5.3 所 示 . 

112|13|4 | 委 | 澡 | 汗 下 | 区 | 于 | 未 了 | 条 | 党: | 于 1 | 2 3 | 4 1|2|13|4 
2|1|14|3 2|11413 动 | 中 | 外 1 | 下 | 二 | 温 2 |3 411 和 | 型 | 骂 | 入 
| 域 | 六 | 主 ;区 二 从 -各 及 | 413|1|2 并 | 全 |,22 | 半 3 | 4 国医 :| 过 | 人 | 羡 | 这 
二 攻 ， 引 | 和 于 | 了 | 光 | 湖 | 时 | 1 S| 人 | | 4|1 213 3|4|11|2 
有 司 医 : 因 医 。 1 1|2|3|14 | 车 | 芥 | 训 1|2 3|4 骨 获 汉 用 < 避 医 
和 |4| 3 2|4|113 3|1|4|2 国际 几 区 加 医 : Ea 加 3|4|112 
8<| 下 | 总 | 这 骨 医 司 攻 吉村 | 别 | 速 让 惠 | 翅 4|3|211 多 | 413 和 | 二 二 | 到 
末 | 污 | 芝 | 1 王 |‖| 二 外 二: 得 | 蒜 司 医 司 区 | 要 | 村 | 1 人 4|3 时 | 工 时 | 下 让 三 | 温 
下 | 柳 | 训 | 如 汪 医 河 芝 到 医 ， EE 时 | 要 | 欢 :| 丈 1 | 2 3 |4 | 妆 | 要 | 头 
机 | 营业 【| 这 区 司 必 国医 2 3 并 | 天 | 汪 | 各 | 这 | 4|1 省 医 : 只 | 炳 | 这 | 尊 
全 让 | 本 | 了 413|2|1 种 | 守 | 北 | 净 4|3|1|2 2|3|4|1 3| 六 | 1 | 妆 
名 | 转 | 入 | 2|1|14|13 疾 | 涂 | 出 | 和 宇 | 山 | 顽 | 总 3.| 送 | 业 | 闻 过 | 各 | 二 | 半 
可 区: 司 酝 河 队 ， 1|2|3|4 全 医 - 汕 隐 : 213|4 
轩 | 时 小生 | 入 4|3|2|1 4|13|2 Ea 
2|1|14|3 浊 | 站 | 罚 '| 和 3 溉 | 必 | 入 | 让 | 芝 
3|14|12|1 | 活 | 汪 | 之 F 1|4|3 


图 5.3 24 个 Latin 方 


5.4 解 向 量 为 二 zi ,zs ,zs ,zx 二 ,搜索 空间 是 排列 树 . 有 24 个 置换 . 

5.5 解 向 量 为 一 zz ,…zs 二 ,搜索 空间 是 8 又 树 . 在 代表 部 分 向 量 过 zi ,x ,过 
的 结 点 处 ,下 一 步 分 支 条 件 是 zi++ 与 zi ,zs，… ,zs 相 容 (不 在 同一 行 .同一 列 , 也 不 在 同一 条 
斜 线 上 ). 搜索 是 按 广度 优先 顺序 遍历 这 棵 树 . 对 于 n 后 问题 ,最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 
Ol). 


5.6 设 S={ai,as，…,a,}. 求 S 满 足 条 件 >a; = M 的 所 有 的 子 集 A. 用 回溯 算法 . 
a€EA 


解 向 量 为 zi ,zs，… ,zx, 记 ,zi 一 0,1. 其 中 zx; 二 1 当 且 仅 当 a;€ A. 搜索 空间 为 子 集 树 . 部 
分 向 量 过 zi ,xs ,… ,zt 记 表示 已 经 考虑 了 对 w ,as,… ,as 的 选择 . 结 点 分 支 的 约束 条 件 为 


天 
BD)= Pari<M 且 arES 一 (aa an》 
i=1 
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最 坏 情 况 下 算法 的 时 间 复 杂 度 为 0(2”). 
5.7 设 n 个 人 的 集合 是 {1,2,…,n},n 项 工作 的 集合 是 {1,2,…,n}), 每 个 人 恰好 1 项 
工作 : 


把 工作 7 分 配给 zzi = jj， i,j = 1,2, yn 
解 向 量 是 X 王 一 zi ,xz ，… ,x 之 ,分 配 成 本 是 CCX) = -2 C(i,Xi) . 搜索 空间 是 排列 


树 . 部 分 向 量 二 zi ,zs，… ,zs 二 表示 已 经 考虑 了 对 人 1,2， wt 的 工作 分 配 . 结 点 分 支 的 约 
束 条 件 为 : 
ZHI E {ls2,° nn} — 1{ Ts Ts Th} 
可 以 设立 代价 函数 : 
P(r sys) 


= PcG)+ Dmintce, 2 | EE {lm — Car am ros} } 


界 B 是 已 得 到 的 最 好 可 行 解 的 分 配 成 本 . 如 果 代 价 函数 大 于 界 , 则 回 济 . 

算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(n1). 

5.8 搜索 空间 为 排列 树 . 叶 结 点 二 zi ,zs，… ,zx, 记 对 应 排列 X. 在 第 i 层 , 结 点 二 zi， 
Xs，"…,X; 记 表示 部 分 排列 . 搜索 策略 为 深度 优先 . 在 结 点 二 zi ,x2,… ,zi; 记 , 令 B={ x， 
Xs，"… ,Xi) ,下 一 步 选择 zi+l. 其 约束 条 件 是 

zi € {l,2,…,n}—B 
界 为 日 前 得 到 的 最 小 排列 密度 . 
在 电路 板 x; 和 ziti 之 间 , 如 何 计算 横 跨 插 权 xz; 和 z+ 的 连 线 数 ? 令 total[ 是 连接 块 
了 所 连接 的 电路 板 总 数 ,now[j] 是 zi ,zs，… ,zi 中 已 经 包含 在 Ni 中 的 电路 板 数 ,那么 
Ni 的 连 线 跨越 位 置 i 和 i 十 1 的 电路 板 舍 now[j] 三 total[j] 且 mxow[ 门 之 0 
即 N; 的 部 分 连 线 连接 ziyzz，…zi 中 的 电路 板 ( 因 为 now[j] 放 0) ; 另 一 部 分 连 线 连接 除了 
TisT2，"… si 之 外 的 其 他 电路 板 ( 因 为 now[j] 达 total[jj). 令 
di: 从 位 置 为 1 到 i 的 电路 板 的 最 大 排列 密度 ， 
Sin = {j | now[j] < twotal[jjsnow[Lj] > 0,7 = 1,2,°…,m } 

针对 本 题 给 出 的 实例 ,Ni 二 {4,5,6} ,Ns 二 {2,3} ,Na 一 (1,3) ,Ni 一 (3,6},Ns 一 17,8}. 

如 果 排 列 是 3,4,6,5,1,7,8,2, 当 i 二 2 时 ,有 

now[1] = now[2] = now[3] = now[4] 1， now[5] =0 

total[1] = 3 

total[2] = total[3] = total[4] = total[l5] = 2 
因此 Ni,N;,N;,N, 的 连 线 跨越 位 置 为 2 和 3 的 电路 板 . 在 分 支点 二 x ,zs，… ,x; 记 选择 
Zitl 后 的 估计 为 : 


din = max{di, | San |} 
etic 一 
算法 在 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 OCmn1). 
5.9 设 n 个 任务 的 标号 分 别 为 1]，2,…, 7 个 处 理 器 的 标号 分 别 为 1，2，…，A. 
算法 主要 步骤 如 下 : 


回 济 与 分 支 腿 办 


1. 给 出 将 个 任务 分 到 k 个 处 理 器 上 的 分 配方 法 . 

2. 在 每 个 分 配方 法 下 ,算出 每 个 处 理 器 上 所 分 配 到 的 任务 的 执行 时 间 ,并 求 这 些 执行 
时 间 的 最 大 值 ,该 最 大 值 即 为 这 个 分 配方 法 的 执行 时 间 . 

3. 求 出 所 有 分 配方 法 的 执行 时 间 的 最 小 值 . 

步骤 1 可 以 用 深度 优先 策略 遍历 如 图 5. 4 所 示 的 完全 元 正则 树 实现 . 


“kr 


A RN 


图 5.4 元 完全 正则 树 


树 的 根 结 点 分 支出 来 的 个 条 边 分 别 标记 k 个 处 理 器 的 标号 ,表示 任务 1 所 分 配 的 处 
理 器 标号 ; 树 的 第 一 层 每 个 结 点 所 分 支出 的 & 条 边 也 分 别 标记 A 个 处 理 器 的 标号 ,表示 任务 
2 所 分 配 的 处 理 器 标号 ,以 此 类 推 . 

从 根 到 叶 结 点 路 径 上 的 边 的 标记 序列 过 i ,is ,… ,i, 记 (其 中 1<ij 志 k ,1 三 j 二 nn) 表示 了 
nn 个 任务 在 k 个 处 理 器 上 的 如 下 分 配方 案 : 任务 1,2,…,n 分 别 分 配 到 标号 为 庆 ,is，… ,i 的 处 
理 器 上 执行 . 

按 深度 优先 方法 遍历 这 棵 树 即 可 完成 了 第 一 步 的 工作 ,得 到 kr" 个 分 配方 案 . 

步骤 2 可 以 按 如 下 算法 完成 : 

在 分 配方 案 过 ,is,… ,i 记 下 ,如 六 二 i, 则 表明 任务 ki 被 分 配 到 同一 个 处 理 器 i 上 
执行 . 遍历 序列 ,is,…，,i, ,找到 每 个 处 理 器 上 分 配 到 的 所 有 任务 ww ,ws，,… ,rw ， 则 在 这 个 
分 配方 案 下 ,该 处 理 器 的 执行 时 间 为 i 十 ts 十 … 十 ts. 再 在 所 有 处 理 器 的 执行 时 间 中 求 出 
最 大 值 , 则 该 最 大 值 即 为 分 配方 案 二 i ,is。,… ,i 二 的 执行 时 间 . 该 步骤 的 执行 时 间 为 O(n A"). 

步骤 3 是 在 如 个 分 配方 案 的 执行 时 间 中 求 最 小 值 ,执行 时 间 为 O(k"). 至 此 算法 结束 . 
总 的 执行 时 间 为 O(nk"). 

5.10 同上 题 , 设 n 个 任务 的 标号 分 别 为 1.2,…, n,k 个 处 理 器 标号 分 别 为 1,2,…， 
k. 算 法 基本 步骤 如 下 : 

1. 如 上 题 ,给 出 将 nn 个 任务 分 到 k 个 处 理 器 上 的 分 配方 法 . 

2. 在 每 个 分 配方 法 下 ,找到 每 个 处 理 器 上 所 分 配 到 的 任务 并 计算 该 分 配方 法 的 罚款 . 

2.1 设 某 个 处 理 器 上 分 配 到 的 所 有 任务 是 wi ,ws，,… ,wo。， 用 回溯 算法 计算 出 以 不 同 
顺序 在 该 处 理 器 上 执行 任务 wi ,rw ,…,w 时 ,每 个 任务 是 否 超 时 以 及 超时 的 罚款 数 ,再 得 
出 以 该 顺序 执行 这 些 任务 时 的 总 罚款 数 ,最 后 找到 总 罚款 数 最 小 的 执行 顺序 . 该 回溯 算法 执 
行 过 程 如 下 : 可 行 解 是 wi ,ws ,… ,rw 的 一 个 排列 ,因此 解 空间 是 一 棵 排列 树 ,与 根 结 点 关 
联 的 条 边 表示 从 任务 wi ,zz ,…,w。 中 选择 哪个 任务 执行 ;对 于 第 一 层 每 个 结 点 ,向 下 分 
解 出 wu 一 1 条 边 , 表 示 从 剩 下 的 u 一 1 任务 中 选择 哪 一 个 执行 ,以 此 类 推 . 在 某 个 结 点 处 ,如 
果 从 根 结 点 到 该 结 点 的 路 径 中 边 的 标号 顺序 为 ws ,zas ,…,au. , 则 任务 zw 的 执行 时 间 为 
to 十 ta 十 十 tw ;车 十 tw 十 … 十 tw 二 Be , 则 增加 罚款 和 . 在 每 个 叶 结 点 处 即 能 得 
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到 在 该 顺序 下 执行 rw ,tws,… ,rw 的 罚款 数 . 遍历 整 棵 树 后 计算 出 所 有 叶 结 点 的 罚款 数 ,在 
所 有 这 些 罚款 数 中 找到 最 小 值 和 相应 的 执行 顺序 (最 优 执行 顺序 ), 则 最 小 值 即 为 该 处 理 器 
执行 rw ,ws ,… ,rw 时 罚款 的 最 小 值 . 

2.2 将 每 个 处 理 器 罚款 的 最 小 值 相 加 , 即 为 该 分 配方 法 按 最 优 顺序 执行 时 的 罚款 值 . 
合并 每 个 处 理 器 按 上 述 顺序 执行 的 任务 , 即 可 得 到 针对 这 个 分 配方 法 的 解 . 

3. 比较 步骤 2 针对 每 个 分 配方 法 的 罚款 值 ,找到 其 中 最 小 罚款 值 所 对 应 任务 分 配方 法 
及 其 在 不 同 处 理 器 上 的 执行 顺序 , 即 可 得 到 该 问题 的 解 . 

算法 在 步骤 1 的 执行 时 间 依 然 为 O(nk") ;步骤 2 的 执行 时 间 为 O(n!l xnxk"); 步 又 3 
的 执行 O(k"). 故 该 算法 最 坏 情形 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(n x nl x "). 

5.11 本 题 的 解 是 一 个 mXn 的 0-1 和 矩阵 X[i, 门 ,X[i, 门 二 1 当 且 仅 当 陈列 室 (i,j) 有 
哨兵 . 初始 令 所 有 的 义 [i, 门 =1,i==1,2,… ,msj 二 1,2,…,n. 算法 从 (1,1) 开 始 直 到 (m,n) 
为 止 ,搜索 树 是 二 叉 树 ,有 mXn 层 . 每 个 结 点 对 应 一 个 陈列 室 位 置 如 果 令 X[i, 门 三 0, 取 
消 G, 丫 位 置 的 哨兵 ,进入 左 子 树 ;否则 进入 右 子 树 . 在 进入 左 子 树 时 需要 检查 房间 被 监视 
的 情况 . 即 当 取消 Gi, 站 位 置 的 哨兵 时 ,此 位 置 及 其 上 、 下 ,左右 位 置 是 否 被 监视 . 如 果 有 不 
被 监测 的 情况 出 现 ,该 分 支 不 再 搜索 . 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为 0(2”™ ). 
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线性 规划 


1. 数学 模型 与 基本 概念 
线性 规划 的 一 般 形式 


min(max)z = Daz 目标 函数 
j=1 


.时 Dayr; & (=; 2 1&<i<m 约束 条 件 


Ti0, jETES{l,2,,n) 非 负 条 件 
zj 任意， 了 EE {12,75sn} 一 J 自由 变量 
满足 约束 条 件 和 非 负 条 件 的 z 称 作 可 行 解 , 使 = 取 到 最 小 值 (对 于 min) 或 最 大 值 ( 对 
于 max) 的 可 行 解 称 作 最 优 解 . 


线性 规划 的 标准 形 
min z 一 Door; 
j=! 
st Dazi=b>0, 1<i<m 
j=1 
> Li 
标准 形 的 矩阵 形式 
min z 一 cTZ 
多 = 
工 之 0 


设 A 的 秩 等 于 m, A 的 m 个 线性 无 关 的 列 称 作 基 , 对 应 的 个 变量 称 作 基 变 量 , 其 余 
的 变量 称 作 非 基 变量 . 基 变 量 记 作 zs, 非 基 变量 记 作 zw 满足 约束 条 件 Ar 一 0 且 所 有 非 
基 变 量 都 等 于 0 的 zx 称 作 基本 解 , 满足 非 负 条 件 的 基本 解 称 作 基 本 可 行 解 , 对 应 的 基 称 作 
可 行 基 . 

2. 标准 形 的 可 行 解 的 性 质 

主要 公式 设 可 行 基 B, 则 对 应 的 基本 可 行 解 zs 一 B "5b, zx 一 0, 简化 的 目标 函数 
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这 三 萄 十 刘 辣 
其 中 ,xz 一 < 了 一 0 是 该 基本 可 行 解 的 目标 函数 值 ,X47 一 c? 一 cB 'A 是 检验 数 . 
记 B !A= (@y)nxn, B=B- Lb. 
定理 6.1 如 果 标 准 形 有 解 , 则 必 有 基本 可 行 解 . 
定理 6.2 如果 标 准 形 有 最 优 解 , 则 必 存 在 一 个 基本 可 行 解 是 最 优 解 . 
定理 6.3 设 基本 可 行 解 xz, 对 于 min(max) ,如 果 所 有 检验 数 Aj 宇 0(2; 三 0), 1 二 jn， 
则 z 是 最 优 解 .如果 存在 4 二 0Q4 记 0) 且 所 有 az 三 0(1<i<m), 则 目标 函数 无 界 . 


3. 对 偶 性 
对 偶 线 性 规划 
原始 规划 (P) 对 偶 规划 (D) 
max cTZ minbly 
二 A 二 站 二 
天 2 y 宇 0 


定理 6.4 对 偶 的 对 偶 是 原始 规划 . 
定理 6.5 设 z 和 y 分 别 是 原始 规划 (P) 和 对 偶 规 划 (D) 的 可 行 解 , 则 恒 有 
crz 生 pry 

定理 6.6 设 z 和 y 分 别 是 原始 规划 (P) 和 对 偶 规划 (D) 的 可 行 解 ,如 果 c z=67y, 则 
工 和 >y 分 别 是 它们 的 最 优 解 . 

定理 6.7 如 果 原 始 规划 (P) 有 最 优 解 , 则 对 偶 规划 (D) 也 有 最 优 解 , 且 它 们 的 最 优 值 相 
等 . 反之 亦 然 . 

原始 规划 和 对 偶 规划 的 解 只 有 下 述 3 种 可 能 : 

(1) 原始 规划 和 对 偶 规划 都 有 最 优 解 , 且 最 优 值 相等 . 

(2) 原始 规划 有 可 行 解 且 目标 函数 无 界 . 对 偶 规 划 无 可 行 解 ; 对 偶 规划 有 可 行 解 且 目 
标 函 数 无 界 ,原始 规 划 无 可 行 解 . 

(3) 原始 规划 和 对 偶 规 划 都 没有 可 行 解 . 

定理 6.8( 互 补 松弛 性 ) 设 z 和 y 分 别 是 原始 规划 (P) 和 对 偶 规 划 (D) 的 可 行 解 , 则 
和 y 分 别 是 它们 的 最 优 解 当 且 仅 当 


(6:— Paszi)y =0， l<i<m 
j=1 


zi (asy:—6)=0, l<j<n 


4. 算法 

单纯 形 法 ” 取 初 始 可 行 解 z. 对 于 min(max) ,车 所 及 宇 0(4; 三 0) ,1 入) 入 2 则 二 是 最 
优 解 ,计算 结束 . 否则 取 X<0(x 二 0) ,车 所 有 az 三 0(1 志 i 过 mm) , 则 无 最 优 解 ,计算 结束 .如 
果 存 在 wx 二 0, 则 做 基 变 换 , 重 复 进行 . 

两 阶段 法 ”阶段 一 引入 人 工 变 量 构造 辅助 问题 ,用 单纯 形 法 解 辅助 问题 . 若 辅助 问题 
的 最 优 值 w* 之 0, 则 原 问 题 无 可 行 解 ,计算 结束 . 车 w" =0, 则 删 去 人 工 变量 得 到 原 问 题 的 
一 个 可 行 解 ,进入 阶段 二 用 单纯 形 法 解 原 问题 . 
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Bland 规则 

规则 1: 对 于 min(max), 当 有 多 个 厂 过 0(W 二 0) 时 , 取 其 中 下 标 最 小 的 非 基 变量 作为 换 
入 变量 . 

规则 2: 当 有 多 个 0. 二 B/as (aa 之 0) 同 时 取 到 最 小 值 时 , 取 其 中 下 标 最 小 的 基 变 量 作为 
换 出 变量 . 

采用 Bland 规则 可 避免 出 现 循环 ,保证 单纯 形 法 在 有 限 步 内 终止 . 

对 偶 单纯 形 法 ” 取 一 个 基本 正则 解 zx( 对 于 min,4 宇 0; 对 于 max,4 三 0). 如 果 所 有 Bb 三 
0(1 志 iim) , 则 z 是 最 优 解 ,计算 结束 . 否则 取 pB 二 0. 如 果 所 有 ai 宇 0(1 志 j 二 nn) , 则 无 可 行 
解 , 计 算 结 束 . 否则 做 基 变 换 ,重复 进行 . 

整数 线性 规划 的 分 支 限 界 法 . 


6.2 习 题 


6.1 某 厂 生产 两 种 产品 ,每 件 产品 的 利润 分 别 是 85 元 和 70 元 . 产品 要 经 过 4 道 工 序 
加 工 ,每 件 产品 的 加 工时 间 和 每 周 可 用 的 工时 如 表 6. 1 所 示 . 


表 6.1 产品 加 工时 间 与 用 工 工时 


加 工时 间 /( 人 “小 时 / 件 ) 
工序 可 用 工时 /( 人 “， 小时) 
产品 1 产品 2 
i 0.54 0. 85 800 
2 0.30 0.70 500 
3 10a 0.55 900 
4 0.15 0.25 120 


写 出 下 列 问题 的 数学 模型 , 

(1) 制定 一 周 的 生产 计划 ,使 总 利润 最 大 . 

(2) 部 分 工人 经 过 培训 掌握 2 个 或 3 个 工序 的 操作 ,从 而 当 需 要 时 可 以 调剂 到 其 他 工 
序 工作 . 假设 可 能 调剂 的 情况 如 表 6. 2 所 示 . 


表 6.2 工序 调剂 
调 入 工序 
原 工序 最 大 调剂 工时 /( 人 “小 时 ) 
1 2 3 4 
1 V Vv x 100 
2 ~ = x V 50 
2 站 Nh 和 V 100 
4 X x JV = 40 


试制 定 一 周 的 生产 计划 及 工序 之 间 的 调剂 工时 ,使 总 利润 最 大 . 
6.2 咖啡 制造 三 用 3 种 咖啡 豆 制造 一 种 混合 咖啡 ,每 种 咖啡 的 香味 等 级 .味道 等 级 、 售 
价 及 库存 量 如 表 6. 3 所 示 . 
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表 6.3 咖啡 豆 及 库存 
咖啡 豆 香味 等 级 味道 等 级 售 价 /( 元 /千克 ) 库存 /千克 
75 86 20 500 
2 85 88 28 600 
60 75 18 400 


假设 混合 咖啡 的 香味 等 级 和 味道 等 级 是 所 用 咖啡 豆 的 香味 等 级 和 味道 等 级 的 加 权 平 均 
值 ,等 级 越 高 质量 越 好 . 现 要 生产 1000 千克 混合 咖啡 ,要求 香味 等 级 不 低 于 75, 味 道 等 级 不 
低 于 80. 要 使 成 本 最 低 应 如 何 配制 ? 试 建立 该 问题 的 数学 模型 . 
6.3 某 人 选择 4 种 基金 进行 组 合 投资 ,咨询 师 为 他 提供 了 如 表 6.4 所 示 的 5 种 可 能 的 


年 收益 率 (%). 
表 6.4 基金 收益 
可 能 性 
基金 
2 3 4 5 
和 5.06 8.12 8.47 40. 23 =18,75 
2 12. 45 3.22 4.51 一 1.58 7. 63 
3 32.18 14. 16 33. 64 40. 25 一 18.09 
4 32.02 20.53 12. 92 7.14 一 5.55 
此 人 采用 保守 的 策略 ,要 求 可 能 的 最 低 收 益 率 最 大 ,应 如 何 确定 这 4 种 基金 的 投资 比 
例 ? 试 建立 该 问题 的 数学 模型 . 


6.4 用 图 解法 解 下 列 线性 规划 . 


(1) max Zi 十 zx 


s.t. zi<5 


Xs3 
2 十 3mw<11 


yz2 之 0 


(2) min zi 一 Zaz 


。2zi 十 3zz 委 14 


eC 
ZXi<<4 
yz 之 0 


(3) min 2 十 芯 


S。 


ts 


二 十 将 之 1 
m2 


yz 过 0 


(4) min 2 一 2 


S。 


ts 


2 2 
Xi— m3 


线性 规划 


PP0 
(5) max 3zl 一 27z 
总 二 一 坝 苑 一 1 这 
3zi 十 zz 委 9 
Zi 十 2zs 之 9 
3050 


6.5 写 出 下 述 线性 规划 的 标准 形 . 
x dn — Zs 十 
st 五 十 2zs —zs1 
4z1 一 2zs 宇 5 
Xs— 5xs<—4 
ZI 一 3zz 十 2z3 一 一 10 
zi 之 0; m5 任意 ,zi 宇 0 
6.6 设 线性 规划 
max. Ss -Ls 
六 和 一列 寺 2 二 
厌 委 5 
0 
(1) 夯 出 它 的 可 行 域 ,用 图 解法 求 最 优 解 . 
(2) 写 出 它 的 标准 形 , 列 出 所 有 的 基 , 指 出 哪些 是 可 行 基 . 通过 列 出 所 有 的 可 行 解 及 其 
目标 函数 值 找到 最 优 解 . 指出 每 个 可 行 解 对 应 的 可 行 域 的 顶点 . 
6.7 设 线性 规划 标准 形 


max 5z1 一 2z2 


i rs ng 一 10 
i 上 一 3 
Xz 十 zs 一 2 


zi>0;,1<j<5 
下 列 4 个 z 都 满足 等 式 约束 , 问 其 中 哪些 是 可 行 解 ? 哪些 是 基本 解 ? 哪些 是 基本 可 
行 解 ? 
2 = (3,2, — 3,0,0) 
a = ly 
(2 
z@9 = (0,0,10,3,2) 
6.8 用 图 解法 和 单纯 形 法 解 下 述 线性 规划 ,并 指出 每 张 单纯 形 表 中 的 基本 可 行 解 所 对 
应 的 可 行 域 的 顶点 . 


9 
I 


max zl 十 2zz 


和 
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zz 委 6 
六 十 x 寺 了 0 
wh 一半 志 
zlyzz 之 0 
6.9 用 单纯 形 法 解 习 题 6.4 中 的 线性 规划 . 
6. 10 用 单纯 形 法 解 下 列 线性 规划 
《1 min 一 2 十 区 一 可 
s.t。，2zl 十 zz <10 
—4zi—2xs 二 3xs 夺 10 
TX1—2z2 二 zs3 夺 14 
zj20, j=1,2,3 
(2) mini zw: — 3 


St 而 十 去 一 27 9 


十 大 一 友和 妥 2 
一 zi 十 zz 十 xz; 三 4 
Zzj 宇 0, j=1,2,3 


(3) max 3zl 十 5zz 十 4zs 


s.t。2zi 十 3zz 十 zs 委 9 
一 站 十 2 十 况 二 过 
3zi 十 zz 十 zs 之 5 
zj 之 0, j= 二 1,2,3 
(4) min 3z 一 如 一 2z x 


tt 222 十 3z 一 友 一 办 6 


元 一 22 十 3z — 4 8 
3zi 十 4zz 十 zs 一 6z 一 4 
zj 宇 0, 1&j<4 
(5) min zi 十 2zy 十 3zs 
st 2 一 22s 十 42s 一 4 
4zl 一 9zz 十 14zs: 一 16 
zj>0, j 一 1,2,3 
6.11 设 线性 规划 
min cz 
s.t. Az 一 0 二 0 
pt 
的 基本 可 行 解 z* 的 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 大 于 0, 证 明 z* 是 唯一 的 最 优 解 . 
6.12 表 6.5 最 终 单纯 形 表 ( 最 小 化 ) 给 出 一 个 最 优 的 基本 可 行 解 z==(3,2,0,4,0), 试 
通过 基 变 换 找到 另 一 个 最 优 的 基本 可 行 解 , 进 而 给 出 无 穷 多 个 最 优 解 . 


表 6.5 习题 6.12 最 终 单纯 形 表 (最 小 化 ) 


一 中 -= 0 0 0 
0 
cB XB b 1 Ts Ea I Xs 
= Xl 3 1 0 1 0 ~ 
0 EE 4 0 0 3 | = 
一 下 Zz 2 0 1 = 0 2 
= 5 0 0 0 0 名 


6.13 表 6.6 是 一 张 最 终 单纯 形 表 (最 小 化 ) ,能 否 判 断 它 是 否 有 无 穷 多 个 最 优 解 ? 若 
能 ,请 给 出 你 的 结论 . 


表 6.6 习题 6.13 最 终 单纯 形 表 ( 最 小 化 ) 


1 千夫 0 0 

0 
ch TB b Eel 2 Xs Th 
等 济 Zs 2 -= i 1 0 
0 4 10 = 0 = 0 
—z 2 0 0 Y 0 


6.14 写 出 下 列 线性 规划 的 对 偶 . 
i 3 —2% TT % 二 da 
s.t, Xl 二 zs—Zzs—zS6 
mi — Zi + 之 5 
2zi + ws — Bs wi =—# 
mismsTy 二 0 县 任意 
6.15 写 出 习题 6.4(1) 和 (2) 中 线性 规划 的 对 偶 . 根据 互补 松弛 性 ,利用 原始 规划 的 最 
优 解 求 对 偶 规 划 的 最 优 解 ,并 用 目标 函数 值 验证 它们 确实 都 是 最 优 解 . 
6.16 线性 拟 合 . 设 y= 二 az 十 5, 现 有 一 组 x 和 yy 的 实验 数据 (zi;,yi) ,1 三 in, 要 确定 
a 必 使 得 |az; 十 6 一 yi|(1 志 i 二 mn) 的 最 大 值 最 小 . 
(1) 写 出 这 个 问题 的 线性 规划 模型 (P). 
(2) 写 出 (P) 的 对 偶 (D). 
(3) 比较 用 单纯 形 法 解 (P) 和 (D) ,说 明 为 什么 应 该 采用 (D). 
6.17 用 对 偶 单 纯 形 法 解 下 列 线性 规划 . 
(1) min 二 + 257 二 37x, 
i w+.6 


X12rst ry>4 
Ti Ts 3 T3>0 
(2) min 3zl 十 zz 十 zs 


St 8 


eo 之 4 
We 
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6.18 在 算法 6. 2 对 偶 单 纯 形 法 中 ,为 什么 只 有 得 到 最 优 解 和 无 可 行 解 两 者 情况 ,而 没 
有 目标 函数 值 无 界 (无 最 优 解 ) 的 情况 ? 
6.19 要 用 7m 长 的 钢管 截 成 3m、2.1m 和 1. 5m 的 管材 各 100 根 , 如 何 截 取 才 能 使 得 
所 用 的 钢管 数 最 少 ? 试 建立 该 问题 的 数学 模型 . 
6.20 某 厂 用 3 种 原料 生产 3 种 产品 ,原料 的 消耗 ,利润 ,每 周 的 最 高 产量 和 原料 的 最 
大 供应 量 如 表 6. 7 所 示 . 


表 6.7 习题 6. 20 产品 与 原料 的 有 关 数 据 


原料 消耗 /( 吨 / 吨 ) 
产品 利 淘 /( 万 元 / 吨 ) 最 高 产量 / 吨 
I I 了 
1 0.6 0.3 0.1 6 60 
2 0.4 0.3 0.3 4 30 
3 0.3 0 网 交 5 80 
供应 量 / 吨 30 说 25 


除 此 之 外 ,还 有 固定 成 本 . 固定 成 本 只 与 是 否 生 产 该 产品 有 关 ,而 与 生产 量 无 关 . 只 要 
生产 该 产品 ,启动 相关 设备 ,就 有 固定 成 本 . 3 种 产品 的 固定 成 本 分 别 为 30 万 元 .50 万 元 和 
20 万 元 . 如 何 安排 生产 才能 使 利润 最 大 ? 试 建 立 该 问题 的 数学 模型 . 

6.21 用 分 支 限界 法 解 下 述 整 数 线性 规划 ILP( 用 图 解法 解 有 关 的 线性 规划 ). 

max 3 并 十 y 
st 5 一 2 过 17.5 
一 闷 十 锚 委 中 
3z 十 5y 福 26 
zy 过 0, 整数 
6.22 用 单纯 形 法 或 对 偶 单纯 形 法 解 习 题 6. 21 中 ILP 的 松弛 和 它 的 两 个 子 问题 . 


6.3 ”习题 解答 与 分 析 


6.1 (1) 设 产品 1 和 产品 2 一 周 的 产量 分 别 为 zx 和 x; ,问题 可 表述 为 
max 85zl 十 70zz 
s.t. 0. 54zl 十 0. 85xzs < 800 
0. 30zxl 十 0.70zs 委 500 
1.05zi 十 0.55zs 委 900 
0: 152, 十 0.25z < 120 
zi3 .25 之 0 
(2) 又 设 调剂 后 4 道 工 序 的 可 用 工时 分 别 为 um :ze ,xs 和 ww, 工序 i 调剂 到 工序 7 的 工 
时 为 ui ,1<i,j 和 4. 


max 85zl + 70zx» 


线性 规划 


第 
6 
章 


Usz 


Us 


500 
900 


s. t. 0.54z1 十 0. 85zs 委 加 
0. 30z1 十 0.70zs 委 us 
1.05zxi 十 0.55zs us 
0. 15zi 十 0. 25zs us 
ui = 800 一 zs 一 ts + uz 
Uz = 500 一 zol 一 zz 十 zz 十 
ta = 900 一 usz — ua 十 zs 十 
wu = 120 一 zs uz 十 zs 
uz 十 zs 委 100 
ua + ua SS 50 
usz 二 uss 委 100 
us 40 
wiv 14 
We rl si 2 0 

整理 后 得 到 : 

max 85zi + 70zx» 

s.t. 0.54z1 十 0.85zxs 一 ww 声 0 
0. 30zl 十 0.70zs 一 us 委 0 
1.05zi 十 0.55zs 一 us 委 0 
0.15zi 十 0.25zxs 一 由 委 0 
2 十 zs 十 Ws 一 Wz 一 800 
Uz 十 zzl 十 wz 一 Uz 一 32 
Us 十 Usz 十 Us4 一 23 一 U4 
Us + uss — uz 一 ta = 120 


uz 十 zs 委 100 
zal 十 zz 委 50 
usz 十 us 三 100 
us 40 


0 0 LIC 


Wz" 之 0 


6.2 设 3 种 咖啡 豆 的 比例 分 别 是 ri ,zs 和 zs ,问题 可 表述 为 
min 20z1 十 28zs 十 18zs 


Ss. 


t T7555 二 85 +607 >75 


86zi 十 88z; 十 75zs 宇 80 


Xl 十 Xz 十 ZX 一 
1000zxi 500 
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1000zx; < 600 
1000zs < 400 
AR SO 
6.3 设 4 种 基金 的 投资 比例 分 别 为 x ,zx; ,zs 和 xz, 可 能 的 最 低 年 收益 率 为 4(%). 
maxd 
St 506x + 12.45zs + 32. 18z3 + 32.02z, >d 
8.12zi 十 3.22zs 十 14.16xs 十 20.53z, 宇 d 
8.47z1 十 4. 51z; 十 33.64zs 十 12.92z, 宇 d 
40. 23z1 一 1.53z; 十 40.25zs 十 7.14z, 宇 d 
—18,75zi 二 7. 63xw 一 18.09zs —5. 55zu 守 d 
动 十 二 十 克 寺 区 一 工 
zlyzzyzsszt 之 0， d 任意 


稍 加 整理 后 得 到 : 
maxd 
s.t. d— 5.06zi— 12.45zx, 一 32.18zs 一 32.02z 0 
4 一 8.12zi 一 3.22zs 一 14.16zs 一 20.53z 0 
4 一 8.472 一 4.51zs 一 33.64zs 一 12.92z 0 
@& 一 40.23zi 十 1.53z: 一 40. 25zxs 一 7.14z 委 0 
d 十 18.75zi 一 7.63zs 十 18.09zxs 十 5.55z 和 0 
十 到 十 二 十 起 三 并 
Zzisz2sTssT4 宇 0; d 任意 
6.4 (1) 见 图 6.1, 最 优 解 为 点 A. 
zl 一 5，xz 一 2，z 一 7. 
(2) 见 图 6.2, 最 优 解 是 线段 AB 上 的 所 有 点 ,有 无 穷 多 个 解 . 
Zi 一 1 一 如 zz 一 3 十 4(1 一 四 一 4 一 心 


如 
© 
人 
人 


/3 


2x113x=14 


图 6.1 图 6.2 


(3) 见 图 6. 3, 最 优 解 是 点 A. 


(4) 见 图 6.4, 有 可 行 解 ,目标 函数 无 界 ,无 最 优 解 . 


图 6.3 图 6.4 


(5) 见 图 6. 5 ,无 可 行 解 . 


6.5 将 max 改 写成 min, 第 3 和 第 4 式 两 边 变 号 ,并 令 zz 一 za 一 zzz， 
min — 37z1 十 2zo 一 27zxs — Xs 
Sb Wy Din — Bree — mh sl 
dz 一 2zs 之 5 
一 zal 十 zzz 十 5zs 之 4 


Zi 十 3zz 一 3zz — 273 10 


Ti ri ss Ty 0 


再 引入 松弛 变量 zx, 和 剩余 变量 zs ,zs ,得 到 标准 形 
min 一 3zl 十 2zal 一 2zz — Xs 
sat: mt Da — 2 — my = 


4z1 一 2 一 25 三 加 


Za2l 十 zzz 十 5zs 一 6 一 4 


Xl 十 3x2 一 3zz 一 2zs 一 10 


2 
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6.6 (1) 见 图 6.6, 最 优 解 是 点 B. oh 
XI 二 5， Xs 二 4.5, z= 14.5. 
(2) 标准 形 为 
Wi — Be — Kp 


St — mi 二 2 一 4 


= 
人 


= 沟 
B= (P,P,)= 0 ,T=5,7 一 


oS 


b 
4.5,z 包 一 0,zi 一 0,z 一 一 14.5. 对 应 点 B. Bi 是 可 行 基 . 


一 出 再 
B=(pp)-| oj 5,7 =0,7x? 一 9,z2 =0,2® 10. 对 应 点 C，B， 


一 克 
& -CPPo=| 1 4,z 一 0,z8 一 0,zB 二 9 Bs 是 基 , 但 不 是 可 


2 
BCPPo=[。 下。 0,7 =2,7 =0,7x" 一 5,z(9) 2. 对 应 点 A，B: 是 


1 g 
Ba=-'PiPo=|。 ea 0,z9 一 0,z 生 一 4,7z 思 一 5,z 人 一 0. 对 应 点 0,Be 是 可 行 


基 . 

Zz 二 (5,4.5,0,0) 是 最 优 解 . 

6.7 xz 一 (3,2, 一 3,0,0) 是 基本 解 、 但 不 是 可 行 解 ,zs 一 (2,1,2,1,1) 是 可 行 解 、 但 
不 是 基本 解 ,x?==(3,0,1,0,2) 和 zx 二 (0,0,10,3,2) 是 基本 可 行 解 . 

6.8 图 解法 见 图 6.7, 最 优 解 是 点 C， 


Xl=4, Zz:=6, z= 16. 


写成 标准 形 
min — Xx1 一 2zz 
Wb 王 竺 
Xz Tm 和 S 
Xl 十 Xz 二 xs = 10 
TI 一 工 2 十 zi 一 人 


四 
用 单纯 形 法 计算 见 表 6. 8. 按照 表 中 的 顺序 ,计算 中 出 现 的 基本 可 行 解 如 下 


线性 规划 


X=0, x =0, x 一 4，z 一 6，z2 =10, x =4, z=0. 对 应 点 O. 
0 z= z=—03 2 = d=6 w= 8. 对 应 点 A. 
d= = = 14. 对 应 点 B. 
XH =4, z=6, 1 =2, rH =0, rH =0, z=6, z® 16. 对 应 点 C. 这 是 最 
表 6.8 
= 一 2 0 0 0 0 
0 
CB TB zl zs 六 i 志 xe 
0 Zs 4 = O 1 0 0 0 4 
0 i 6 1 0 1 0 0 6 
0 Zs 11 1 1 0 0 和 0 10 
0 xe 4 1 = 0 0 0 1 
4 0 = 3 0 0 0 0 
次 Zs 4 = 寺 0 0 0 = 
而 2 O 0 = 1 0 0 2 
Zs 6 2 0 = 0 1 0 3 
Ze 8 0 0 和 0 0 1 i 
4 8 = 0 2 0 0 0 
一 上 2 6 0 1 0 1 0 0 Ss 
= Xl 2 § 0 = 1 0 0 
0 Zs 2 0 0 0 一 2 1 0 2 
0 i 8 0 0 L 0 0 1 8 
= 14 0 0 1 3 0 0 
一 过 2 6 0 0 1 0 0 
一 1 1 0 0 一 1 渤 0 
0 Xs 0 0 1 = 性 LL 0 
0 xe 0 0 0 2 一 上 4 
= 16 0 0 0 1 0 
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6.9 (1) 化 成 标准 形 


min — mL — my 


Wi 4 一 5 
二 十 妆 三 :总 
ZI 十 3zs 十 zs 一 11 


节 宪 05 Lj 
用 单纯 形 法 计算 见 表 6.9. 最 优 解 为 


X=5, Xs =2, z=—7. 


表 6.9 
= 一 入 0 0 0 
0 
cB XB b Xl x Xs Wy Xs 
0 Xs 5 O 0 1 0 0 5 
0 4 3 0 上 0 有 0 wn 
0 Is 11 3 0 0 和 11 
= 六 0 和 = 0 0 0 
-= 1 5 1 0 1 0 0 + 
0 击 3 0 1 0 0 3 
0 Zs 6 0 四 1 0 1 芝 
= 5 0 = 出 0 0 
= 总 5 1 0 1 0 0 
0 x 1 0 0 1/3 t —1/3 
= 2 2 0 一 1/3 0 1/3 
一 二 亚 0 0 2/3 0 1/3 
(2) 化 成 标准 形 
ti — 
& tt Zs = 14 
一 六 YY 十 五 十 元 一 3 
Xl 十 Xs 二 4 


总 05 

单纯 形 法 的 计算 过 程 见 表 6. 10. 在 第 2 张 单纯 形 表 中 所 有 检验 数 都 大 于 等 于 0, 得 到 
最 优 解 zf? 二 0,zx9 二 3,z 二 一 3. 注意 到 非 基 变量 zx 的 检验 数 为 0, 可 以 以 xz 作为 换 入 变量 
做 基 变 换 , 见 接 下 来 的 单纯 形 表 , 得 到 另 一 个 最 优 解 zf? 王 1,z82 = 二 4, 最 优 值 当 然 不 变 > 一 
一 3. 从 而 有 无 穷 多 个 最 优 解 x 一 1 一 + ,xs 一 3t 十 4(1 一 +) 二 4 一 t+,0<1<1. 

xz0 和 xz 分别 对 应 习题 6.4(2) 解 中 的 点 A 和 点 B. 

(3) 引入 剩余 变量 zs ,松弛 变量 xz, 和 人 工 变量 x; ， 


min 2z1 二 zs 


总 和 而 十 而 一 2 十 元 三 1 
Tz wm 一 2 


表 6.10 
a = 二 0 0 0 
0 
cB ZB b 1 E23 Ts 4 Ts 
2T3 14 2 3 下 0 14/3 
Ty 3 = (0 0 » 0 3 
Is 4 1 0 0 0 1 ee 
— 0 1 — 0 0 0 
0 3 5 © 0 1 一 0 1 
| 2 3 > | 0 1 0 
0 xs 4 让 0 0 0 I 4 
= 3 0 0 0 和 0 
1 1 1 1 0 1/5 —S 0 
= 2 4 0 1 175 2/5 0 
0 Ea 3 0 0 = 3/5 1 
3 3 0 0 0 L 0 


用 两 阶段 法 . 阶段 一 见 表 6. 11,w" ==0, 得 到 一 个 基本 可 行 解 . 删 去 zs 所 在 列 , 阶 段 二 
见 表 6. 12, 最 优 解 为 x 二 0,zxs= 二 1,z=1. 


表 6.11 
0 0 0 0 1 
0 
cB XB b Xl Zz Ta 2T4 Xs 
Zs 1 O 0 1 1 
0 zh 入 0 1 0 0 二 
w 1 1 1 1 0 0 
下 EA 1 1 0 1 
0 x 六 0 1 0 L 0 
—w 0 0 0 0 0 i 
表 6.12 
条 1 0 0 
0 
ca XB b 1 Xs Ts T 
2 Xl 1 1 [0 一 二 0 1 
0 ER 2 0 1 0 1 2 
一 于 0 -i 2 0 
1 Ze 1 1 1 -yl 0 
0 zh L 二 0 1 
一 此 二 1 0 1 0 
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(4) 引入 剩余 变量 zs 和 xs ,人工 变量 xs 和 zs ,得 到 
min 2zi — zz 


St 2 mi + 一 2 


— TTX — XT 十 ze 一 3 
Ti 宕 0, 1<j<6 
用 两 阶段 法 . 阶段 一 见 表 6.13,w” = 二 0, 得 到 一 个 基本 可 行 解 . 阶段 二 见 表 6. 14. 由 于 
zs 的 检验 数 小 于 0 且 所 在 列 的 cs 和 cz 都 小 于 等 于 0, 故 最 优 值 无 界 ,没有 最 优 解 . 


表 6.13 
0 0 0 0 1 . 
0 
cB TB b Tl E23 Zs 4 Is Te 
1 Zs 2 2 0 -1 0 1 0 2 
1 6 3 = 0 =- 0 1 3 
ge 二 人 = 一 上 1 1 0 0 
0 Zs 2 2 1 = 0 1 0 5 
1 6 -9 0 0 二 一 】 1 1 
一 如 = 3 0 -二 1 2 0 
0 Zs 3 一 站 l 0 宇 夫 0 1 
0 Xs L 一 3 0 1 < = EL 
gm 0 0 0 0 0 WY 最 
表 6.14 
2 1 0 0 
0 
cB ZB b Zl Zz Ta Ts 
= Zz 3 = 1 0 -| 
0 Xs 1 一 和 0 1 ~ 
3 1 0 0 = 


(5) 引入 松弛 变量 xs 和 zs ,剩余 变量 zs ,人 工 变量 ze ,得 到 


min 一 3zl 十 2zs 


和 二 一 站 ts = 由 
3zl 十 Xz 二 Zz 一 9 
Zi 十 2zz —%t+ m= 9 


eh sae 
用 两 阶段 法 . 阶段 一 见 表 6. 15, 由 于 w* 一 1 之 0, 原 规划 无 可 行 解 . 


表 6.15 
0 0 0 0 0 
0 
CB XB b 1 Xz E23 4 Ts Te 
0 Zs 1 = 彤 0 i 0 0 0 1 
0 wh 9 3 1 0 1 0 0 9 
1 6 9 2 0 0 < 让 9/2 
—w 一 9 -= i 0 0 0 0 
0 Xs 1 1 1 1 0 0 0 i 
0 4 8 @ 0 “= 1 0 0 2 
0 Ze 次 3 0 一 和 0 = 1 WW 
—w 一 多 一 0 六 0 0 0 
0 Zs 3 0 1 3/4 1/4 0 0 
0 | 2 1 0 —1/4 1/4 0 0 
1 xe L 0 0 5/4 = = 1 
—w = 二 0 0 5/4 3/4 0 0 


6.10 (1) 化 成 标准 形 


min 一 2zi 十 zz 一 Ts 


2zl 十 zz | = 10 
一 4zil 一 2zz 十 3zs 十 xs 一 10 
WO— 220 十 醒 十 ze 一 14 


zj 宇 0, 1 ij<6 


用 单纯 形 法 计算 见 表 6. 16 ,最 优 解 为 zi 二 24/5,zs 二 2/5,xs 二 10, 最 优 值 > 一 一 96/5. 


表 6.16 
一 2 和 一 1 0 0 0 
0 
cB XB b Xl 2 Zs Zs Xe 
0 Zz 10 © 1 0 1 0 0 5 
Zs 10 —4 =2 3 0 1 0 一 
6 14 1 一 2 1 0 0 和 14 
一 = 0 一 2 1 一 1 0 0 0 
一 2 Zl 5 1 1/2 0 1/2 0 0 一 
0 站 30 0 0 3 2 0 10 
0 Ze 9 0 —5/2 0 = 0 En 9 
—z 10 0 2 —1 1 0 0 
= zl 5 1/2 0 1/2 0 0 10 
0 zs 3 0 (TP 0 7/2 1 一 3 2/5 
—1 疝 9 0 = 证 = 0 和 一 
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续 表 
一 和 1 = 0 0 0 
0 
cB IB b 1 Ts Ts I Ts Te 
—® 19 0 一 MO 0 1/2 0 ka 
一 人 wi 24/5 . 0 0 4/15 1/ 1/5 
1 Zz 2/5 0 1 0 7/15 2/15 一 2/5 
= Ts 10 0 0 入 2/3 1/3 0 
一 未 96/5 0 0 0 11/15 1/15 4/5 


(2) 写 出 它 的 标准 形 


min zl 十 zz 一 3zs 


Se 十 2 一 2 一 9 
wit 二 而 一 2 
一 并 十 zz 十 Ts 十 ze 一 4 


wr 
计算 见 表 6. 17. zi 的 检验 数 小 于 0 且 所 在 列 的 wii (i 二 1,2,3) 都 小 于 等 于 0, 目标 函数 
无 界 ,无 最 优 解 . 


表 6.17 
1 1 = 0 0 0 
0 
CB TB b 1 2 Ts | Zs Xe 
0 x 9 1 1 =- 才 下 0 0 = 
0 Zs 2 1 1 一 上 0 1 0 = 
0 zx 4 = 六 1 0 0 0 1 4 
= 0 t 1 -入 0 0 0 
0 x 17 = 3 0 1 0 2 
0 Zs 6 0 和 0 0 1 
一 zl 4 一 1 1 0 0 
= 12 =- 阁 4 0 0 0 3 


(3) 引入 松弛 变量 zx, ,剩余 变量 zs ,人 工 变量 ze 和 zi ,得 到 


max 3zl 十 5zz 十 4zs 
St Zerit 3 z+ 一 9 
一 南 十 2 十 画 二 ze = 12 
3zi 十 :ry 十 x3 = a 


zi 宇 0, 1 二 j<7 
用 两 阶段 法 ,阶段 一 的 计算 见 表 6. 18, 由 于 最 优 值 w* 王 3 二 0, 原 问题 无 可 行 解 . 


线性 规划 


表 6.18 国 
6 
0 0 0 0 0 1 1 章 
cB XB b Xl 2 Xs Ts Xs Xe I7 
0 EN 9 2 四 i 1 0 0 3 
1 EA 12 = 2 ul 0 和 0 6 
1 2 5 3 1 0 一 0 1 5 
—w 一 沪 一 和 一 5 一 名 0 1 0 0 
0 Zt 2/3 ET 1/3 1/3 0 0 0 9 
1 ze 一 ?5 0 ys -= 0 1 0 18 
1 Zz 7/3 0 Ca —1/3 = 0 1 3 
—w 一 5 0 0 一 1 0 0 
0 Zi 2 | —1/2 1 0 1/2 CO 0 一 1/2 4 
Ze 5 | 三 Mo 0 0 =W2 1/2 ul = 10 
0 Zs 3 7/2 0 i = 一 到 2 0 3/2 一 
一 也 一 5 7/2 0 0 U2 = 0 3 
0 Zs 4 =1 2 0 1 1 0 一 
ze -3 一 1 0 一 0 1 0 
0 EA 2 3 - L 0 0 0 
—w —8 3 1 0 1 0 0 3 


(4) 引入 3 个 人 工 变量 zs ,ze 和 zy, 用 两 阶段 法 计算 ,阶段 一 见 表 6. 19. w" 二 0, 但 基 
变量 中 含 人 工 变量 zs. zs 所 在 行 非 人 工 变 量 的 cx (1 入) 迄 4) 都 为 0( 必 为 0) ,这 表明 原来 
的 3 个 等 式 约束 中 第 2 个 是 另外 2 个 的 线性 组 合 , 可 以 删 去 . 删 去 第 2 行 和 人 工 变量 所 在 
的 列 进入 阶段 二 ,继续 计算 , 见 表 6. 20. 由 于 zs 的 检验 数 等 于 一 2 且 所 在 列 的 a 值 均 小 于 等 
于 0, 目标 函数 值 无 界 , 无 最 优 解 . 


表 6.19 
0 0 0 0 是 1 
0 
CB TB b 1 2 Ts Ts Xs Xe I 
1 xs 2 3 —1 —1 i 0 2 
1 Zz 1 区 = 4 0 1 4 
1 2 3 @ 1 = 0 0 i 1 
w 18 6 9 3 3 0 0 0 
1 Zs —1/4 0 一 2 /DD 1 0 一 3/4 6/7 
1 x —1/2 0 —7/2 7 0 1 =2 6/7 
0 Xx 3/4 1 一 到 2 0 0 1/4 一 
—w 一 9 3/4 0 a/ 2 0 0 9/4 
0 zh 6/7 |—1/14 0 —1/2 2 0 —3/14 
i ze 0 0 0 0 0 —2 Ll 1 
0 x 16/7 9/14 1 =172 0 3/7 0 一 1/14 
—w 0 0 0 0 0 3 0 0 
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表 6.20 
3 四 一 2 1 
0 
cB ZB b Xl Zz Ts Th 
u EE 6/7 -WW 0 一 1 
Wt | Xs 16/7 9/14 1 —1/2 0 
一 过 10/7 26/7 0 一 2 0 


(5) 引入 两 个 人 工 变量 zx 和 zs ,用 两 阶段 法 求解 . 阶段 一 的 计算 见 表 6. 21. 在 第 3 张 
表 中 ,4 宇 0 且 w"* ==0, 但 基 变 量 中 含 人 工 变量 zs. 注意 到 zs 所 在 行 中 非 人 工 变量 的 oo G 一 
1,2,3) 不 全 为 0, 取 一 个 非 零 的 ,如 wz = 一 1, 以 zx; 为 换 和 人 变量 、z; 为 换 出 变量 做 基 变 换 ， 变 
换 后 , 基 变 量 中 不 再 含 人 工 变量 . 删 去 人 工 变量 所 在 的 列 , 得 到 原 规划 的 单纯 形 表 ,进入 阶 
段 二 ,继续 计算 , 见 表 6. 22. 最 优 解 为 zi 二 4,zxz 二 0,zxs 二 0, 最 优 值 > 一 4. 


表 6.21 
0 0 0 站 1 
0 
CB XB b EE Zz Xs 4 Ts 
1 x 4 1 一 2 @ i 0 1 
i Zs 16 4 一 9 14 0 1 8/7 
—w 一 20 一 5 而 —18 0 0 
0 Zs EL —1/2 1 1/4 0 4 
1 Zs 2 1/2 —2 0 —7/2 1 4 
—w —2 = 2 0 9/2 0 
0 1 4 1 一 2 4 0 
0 zs 0 0 Gy 一 2 一 4 1 
—w 0 0 1 2 5 0 
0 Zl 4 和 0 8 9 一 2 
0 Zz2 0 0 1 2 4 一 I 
—w 0 0 0 0 1 1 
表 6.22 
1 一 2 3 
0 
CB TB b 1 2 3 
1 zl 4 1 0 8 2 
= Ze 0 0 1 © 0 
—¥ 一 4 0 0 
zi 4 1 —4 0 
3 zs 0 0 1/2 六 
—z —4 0 1/2 0 


6.11 记 z 一 cx" ,zx" 的 非 基 变量 的 检验 数 为 Ay, 则 xz 二 zo 十 4wzw. 由 于 Xnw 记 0, 对 任 


意 的 zw 了 0,< 之 <, 从 而 x" 是 唯一 的 最 优 解 
6.12 非 基 变量 zs 的 检验 数 等 于 0, 又 ws 和 zs 大 于 0. 取 zs 作为 换 入 变量 ,做 基 变 换 ， 
见 表 6. 23， 得 到 另 一 个 最 优 的 基本 可 行 解 一 | 号 ,号 ,号 ,0,0 ,从 而 有 无 穷 多 个 最 优 角 


z= (Dr 


[3 3 一 D,2 十 下 G 一 0 和 D41,0] 
(4+3， 人 十 起 ， + ,41,0]， o0<i<1 
表 6.23 
| = 0 0 0 
0 
CB XB b E41 Zz E23 4 Xs 
-= Xl | | 0 a 0 = 3 
0 Th 4 0 0 @ 1 一 8 4/3 
= 入 2 4 0 1 = 0 2 
一 放 5 0 0 0 0 » 
一 Sh 5/3 明 0 0 一 1/3 5/3 
0 Xs 4/3 0 0 于 1/3 一 88 
一 出 2 10/3 0 1 0 1/3 =2/3 
—z 5 0 0 0 0 1 


在 习题 6. 9(2) 中 已 经 看 到 这 种 情况 . 

6.13 由 于 非 基 变量 zi 的 检验 数 ;=0 且 ul ,az 都 小 于 等 于 0, 令 zx ==6,xs = 二 0, 解 得 
zz 一 2 十 9,zi 一 10 十 38. 当 9 这 0 时 ,( zi ,zs ,x3,74) 是 可 行 解 且 目 标 函 数值 <= 一 2. 从 而 有 
无 穷 多 个 最 优 解 

r= (6,2+6,0,10 二 36) 6 宇 0 

根据 习题 6. 11 一 6. 13, 关 于 最 优 解 的 个 数 有 下 述 结论 : 

Q@ 如 果 基 本 可 行 解 z* 的 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 大 于 0( 对 于 最 小 化 ) , 则 zx" 是 唯一 
的 最 优 解 . 

@ 如 果 有 一 个 基本 可 行 解 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 大 于 等 于 0 且 有 一 个 等 于 0, 则 有 
无 穷 多 个 最 优 解 . 

6.14 ”把 第 2 个 约束 不 等 式 改 为 一 ti 十 2zs 一 zs 委 一 5. 


原始 规划 对 偶 规 划 
Wi — 2 十 min 6y 一 5ys — 4ys 
i St Yi 一 % 十 2 之 3 
一 动 十 2 一 下 | 加 十 2ys 十 办 之 一 2 
2zl 十 Xs 一 3T3 十 x= 二 一 4 —% 一 和 % 一 3% 宇 1 
Xi1sX2 Ts 宇 0,X4 任意 — 十 ys 二 4 


;Ys 宇 0,ys 任意 
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G5 
原始 规划 对 偶 规划 
max Xx1 二 zx min 5y1 十 3y。 + llys 
汪 二 5 5 ”十 记 宇 1 
mi yz 十 3ys 宇 1 
Lit zs 11 yy ,ys 之 0 


AT 
原始 规划 的 最 优 解 是 zi 一 5,zz 一 2. 
互补 松弛 性 如 下 : 
@ (5—zi)y =0 
© (3—zs)y:=0 
@ (11—zi—3r)y=0 
@ zi(yitys—1)=0 
© zi(ys+3ys—1)=0 
由 xz; 二 2 和 @, 推 出 y= 二 0. 由 zi 二 5 和 四 ,推出 yi 十 ys 一 1 二 0. 由 z= 二 2 和 @ ,推出 


2 1 
了 2 一 本. 


yz 十 3ys 一 1 二 0. 解 得 y1 


xz 一 (5,2) 的 目标 函数 值 = 一 5 十 2 一 7,y 一 人 je 的 目标 本 数值 w 一 5X 人 十 3X0 十 


11X 村 =7, 两 者 相等 ,这 验证 了 xz 一 (5， 2 和 > 一 [三 大 二 分 别 是 原始 对 规划 和 对 偶 规 划 的 


最 优 解 . 
(2) 将 原始 规划 中 的 min 改 为 max， 
原始 规划 对 偶 规划 
光一 十 min 14yi 十 3ys 十 4ys 
EF Ss.t. 2y1 一 yz 二 ys 二 一 1 
ne 3yi 十 yz 会 工 
Xl <4 yiyyzyys 之 0 
2 0 
原始 规划 的 最 优 解 是 zx 一 0,zz 一 3. 
互补 松弛 性 如 下 : 


© (14—2x1—3z)y=0 

加 (3+zi—z2)y;=0 

图 (4—zi)ys=0 

@ zi2y—yzTys+t+1)=0 

© zi(3y1+y—1)=0 

由 坟 二 0,zz 二 3 和 ,推出 yi 二 0. 由 壮 一 0 和 @, 推 出 ys 二 0. 由 zz 二 3 和 @, 推 出 3y 十 
yz 一 1 二 0. 解 得 ys 二 1. 

Zz 二 (0,3) 的 目标 函数 值 = 二 一 0 十 3 二 3,y 二 (0,1,0) 的 目标 函数 值 w= 二 14X0 十 3X1 十 


线性 规划 


4X0 一 3, 两 者 相等 ,这 验证 了 zx 一 (0,3) 和 yy 一 (0,1,0) 分 别 是 原始 规划 和 对 偶 规 划 的 最 上 


优 解 . 
6.16 (1) 设 |azi 十 6 一 yi | 的 最 大 值 为 4, 有 
darit+b—y<d lien 
于 是 ,问题 的 线性 规划 模型 为 
mind 
st. ari+b— yd; li<n 
azxi+b—y; 宕 -—d, 1l<i<n 
a 必 任 意 , d 三 0 
令 a==al 一 as ,5 二 b1 一 bz ,改写 为 
mind 
St d—zat+zra —ht+tbh >—Y%, l<i<n (P) 
d++ziai— ziasth— b> yi, 1 
aliyezypiyp yd 二 0 


章 


(2) (P) 对 偶 


E 
max 一 > ) ya 十 2 
im=l i=l 


Zn 
[本 p30 1 


i=1 


= Sn Si <0 

i=1 i=1 
Se— sie 0 (D) 
i=1 i=l 


一 pe Sa, <0 
i=1 i=1 


Dui— Zum <0 
Wy 


i=1 
w=01 i 
(3) 总 可 以 假设 y; 宇 0(1<i<n). 否则 , 取 ymin{yi) , 令 y!==y; 一 y 宇 0(1<i<n)， 
y= 二 y 一 ;二 az 十 b ,其 中 4 = 二 6 一 yo. 
将 (P) 化 成 标准 形 需要 将 前 个 约束 不 等 式 改 为 三 并 引入 nn 个 松弛 变量 ,后 个 约束 不 
等 式 引 入 个 剩余 变量 . 
mind 
st —d++zai—ziasth—bé =y l<i<n 
d+ 
dyad LL 
青 引 入 个 人 工 变 量 用 两 阶段 法 求解 ,有 3n 十 5 个 变量 和 2n 个 约束 等 式 . 
将 (D) 化 成 标准 形 只 需要 引入 5 个 松弛 变量 ,用 单纯 形 法 求解 ,只 有 2n 十 5 个 变量 和 5 


TiQ1 Ziaz + bi bs +。 Yi l<i<n 
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个 约束 等 式 ,规模 小 得 多 ,因此 应 该 使 用 模型 (D). 在 最 终 单纯 形 表 中 ,5 个 松弛 变量 的 检验 
数 即 为 dai ,az ,5b1 ,65s 的 最 优 值 . 
6.17 (1) 引入 变量 zx ,zs ,将 问题 改写 成 
min zl 十 2zs 十 3zs 
Bt =— ri my 一 一 6 
一 起 一 2 一 南 十 xs = 二 一 4 
zi0 lj 
用 对 偶 单纯 形 法 计算 见 表 6. 24 ,初始 基 是 正则 基 ,最 优 解 为 x 二 16/5,zs 二 2/5,zxs 二 0， 


表 6.24 

1 六 3 0 0 

cB XB b Xl ZX2 Xs E27 Zs 
0 zh =6 CD 1 =3 1 0 
0 zs 4 | 2 0 1 
一 z 0 2 3 0 0 

0 —1/2 1 
1 Zz1 3 | 一 1/2 3/2 一 1/2 0 
0 zs —1 o_€D 1/2 —1/2 i 
—z —3 0 5/2 3/2 /2 0 
0 1 1 

1 Zl 16/5 0 7/5 —2/5 —1/5 
2 zs 2/5 0 1 —1/5 1/5 —2/5 
一 z 一 4 0 0 0 1 


(2) 引入 变量 zx ,zs 和 zs ,问题 可 改写 成 


min 3zl 十 zz 十 zs 


st wt ta 一 8 
一 十 并 二 一 一 4 
一 总 十 元 十 z 一 一 3 


zj 宕 0, 1<j<6 
用 对 偶 单 纯 形 法 计算 见 表 6. 25. 由 于 及 = 一 2, 而 所 有 oj 宇 0(1 二 j 二 6), 故 无 可 行 解 . 


表 6.25 

3 1 0 0 0 
CB XB b 1 2 Is Ia Is I 
0 zh 8 1 i 站 和 0 0 
0 x —4 OD i 0 0 1 0 
0 Zz 一 3 0 一 1 1 0 0 1 


续 表 第 

6 

3 L 1 0 0 0 章 
cB XB b 1 Xs Xs Ty Xs Xe 
一 区 0 3 1 0 0 0 
0 3 一 ee 
0 4 4 0 2 1 1 1 0 
3 Zl 4 1 = 0 0 二 0 
0 ze —3 0 OD jl 0 0 i 
一 六 一 12 0 4 . 0 3 0 
0 = 入 > ee 4 
0 4 一 2 0 0 3 1 记 2 
3 Zl 7 于 0 一 0 一 一 证 
f Ts 3 0 1 = 机 0 0 = 
一 多 一 24 0 0 5 0 3 4 


6.18 对 偶 单纯 形 法 的 初始 基 是 正则 基 , 对 应 的 初始 基本 解 是 对 偶 规划 的 可 行 解 . 当 
对 偶 规划 有 可 行 解 时 ,原始 规划 只 可 能 是 有 最 优 解 和 无 可 行 解 两 种 情况 ,不 可 能 出 现 目标 函 
数值 无 界 的 情况 . 

6.19 每 根 钢管 有 下 面 7 种 截取 方式 : 

@2 根 3m. 

四 1 根 am,1l 根 2.1lm,l 根 1.5m. 

@1 根 3m,2 根 1.5m. 

@3 根 2.1m. 

@@ 2 根 2.1m,1l 根 1.5m. 

@1 根 2.lm,3 根 1.5m. 

@ 4 根 1.5m. 

设 采 用 上 述 7 种 方式 截取 的 钢管 数 分 别 为 xj ,1 三 j 二 7, 问题 可 表述 为 下 述 整 数 线性 
规划 : 

manne 


二 二 100 
Xz 十 3z4 十 2xs 十 ze 三 100 
Xz 2zs 十 zs 十 3zxe 十 4z7 之 100 


Zzj 宇 0, 整数 ,1 委 j 委 7 
6.20 设 3 种 产品 分 别 生产 zi ,zz ,zs( 吨 )， 


_ 1 人 1， 车 生产 产品 i ，_ | ， 3 
w= 否则 ， i 
问题 可 表 成 下 述 混合 整数 线性 规划 : 


axz rr drst 5 — 30% 一 50% — 20ys 
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s.t. 0. 6zl 十 0. 4zz 十 0.3zs 委 30 
0.3% + 0 B35 三 12 原料 限制 
0. 1zl 十 0. 3zzs 十 0.7zs 魏 25 
1 < 60y1 
Ts 过 30y2 产量 限制 
zs 和 80ys 


Zilyzaszs 之 0， yyys 一 0,1 
正如 本 题 所 表明 的 ,0-1 变量 在 实际 应 用 中 常常 起 到 特殊 的 作用 . 
6.21 记 ILP 的 松弛 为 LP， 
max 37++y 
St Sm—2y< 17.5 
一 奖 十 29 生 6 
3z 十 5y 委 26 
zy 过 0 
用 图 解法 得 到 最 优 解 zx 一 4. 5,y2 一 2.5, 最 优 值 x 一 16 ,在 图 6. 8 中 是 点 A. 


6.8 


在 LP 上 添加 zx 三 4, 记 作 LP,. 由 图 6. 8, 最 优 解 是 点 B,zo 一 4,y0 一 2.8, 最 优 值 
zt =14.8. 

在 LP 上 添加 xz 宇 5, 记 作 LP; ,无 可 行 解 . 该 分 支 计算 结束 . 

在 LP! 上 添加 y<2, 记 作 LPu. 最 优 解 是 点 C,zo 二 4,y"" 一 2, 最 优 值 z=? 二 14. 它 
是 ILP 的 可 行 解 , 同 时 得 到 ILP 的 最 优 值 的 下 界 4 二 14. 该 分 支 计算 结束 . 

在 LP, 上 添加 > 之 3, 记 作 LPi;. 最 优 解 是 点 D,z"? 二 11/3,y"? 一 3, 最 优 值 >22 一 14. 
由 于 z"?<<d ,该 分 支 计算 结束 . 至 此 整个 计算 结束 ,ILP 的 最 优 解 是 点 C,z"? = 二 4,y 一 
2 ,最 优 值 是 xz"? 二 14. 见 图 6. 9. 

6.22 习题 6.21 中 ILP 的 松弛 LP 的 标准 形 如 下 ,其 中 mx: 是 新 引入 的 松弛 
变量 ， 


max 3 工 十 y 
st 5z 一 2 十 而 .一 17.5 


图 


69 


一 Xx 十 2y 十 uz 一 6 
3z 十 5y 十 zs 一 26 


之 


LP 
X=4.5 
JU-2.5 
z0-16 


线性 规划 


用 单纯 形 法 计算 见 表 6. 26 ,最 优 解 为 z'o) 一 4.5,y'o) 一 2.5. 注意 这 里 是 max, 取 入 过 0 
的 z 作 为 换 入 变量 , 当 所 有 7 三 0 时 ,得 到 最 优 解 


.下面 两 个 子 问题 也 是 max, 当 所 有 A; 志 0 


时 为 正则 基 . 
表 6.26 
3 I 0 0 0 
0 

cB XB b E34 y U1 Uz Us 
0 a 35/2 © = 多 | 0 0 7/2 
0 uz 6 一 1 2 0 i 0 一 
0 us 26 3 5 0 0 1 26/3 

—% 0 3 1 0 0 0 
3 入 7/2 1 一 2/5 1/5 0 0 
0 us 19/2 0 8/5 1/5 和 0 95/16 
0 us 31/2 0 @D 一 3/5 0 5/2 

—z —21/2 0 11/5 —3/5 0 0 
3 这 9/2 1 0 5/31 0 2/31 
0 us 11/2 0 0 11/31 1 一 8/31 
1 y 5/2 0 1 一 3/31 0 5/31 

—z —16 0 0 一 12/31 0 = 一 


子 问题 LP 由 LP 添加 z 委 4 得 到 ,引入 松弛 变量 wm ,z 十 一 4. 在 表 6. 26 的 最 终 单纯 
形 表 中 加 入 这 一 行 和 一 列 . 新 添 的 行 减 第 1 行 (z 所 在 行 ) ,消去 新 添 行 中 的 zx 得 到 基本 正 
则 解 , 见 表 6. 27 中 的 第 2 张 表 . 接 下 来 用 对 偶 单纯 形 法 计算 ,最 优 解 为 xz” 一 4,y 一 2.8. 


地 加 洪 
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表 6.27 
E 0 0 0 0 
CB XB b 深 y Ul Uz Us Ul 
3 ES 9/2 1 0 5/31 0 2/31 0 
0 us 11/2 0 0 11/31 1 一 8/31 0 
1 y 5/2 0 1 =—8/31 0 5/31 0 
4 i 0 0 0 0 1 
一 肯 一 天 0 0 一 税 / 开 0 -11/8 0 
3 工 9/2 1 0 5/31 0 2/31 0 
0 us 0 0 0 11/31 i 一 8/31 0 
1 y 5/2 0 1 = 0 5/31 0 
0 Ui —1/2 0 0 ED 0 —2/31 1 
一 这 一 16 0 0 一 12/31 0 一 11/31 0 
0 一 一 12/5 = 11/2 一 
3 工 4 1 0 0 0 0 9 
0 uz 22/5 0 0 0 l 一 2/5 11/5 
1 y 14/5 0 1 0 0 1/5 =3/5 
0 ta 31/10 0 0 1 0 2/5 ls 
一 = 一 74/5 0 0 0 0 —1/5 =12/5 


LP 添加 x 三 5 得 到 子 问题 LP; ,用 对 偶 单 纯 形 法 计算 见 表 6. 28. 在 初始 单纯 形 表 ( 也 是 
最 终 单纯 形 表 ) 中 ,B, 一 0, 同时 所 有 awj 宇 0(1 专 j 二 6) ,无 可 行 解 . 


表 6.28 
E 1 0 0 0 0 
cB XB b 部 y ui uz Us vs 
3 六 9/2 1 0 5/31 0 2/31 0 
0 uz 11/2 0 0 11/31 1 一 她 竹 0 
1 y 5/2 0 一 铀 鸣 0 5/31 0 
一 5 一 1 0 0 0 0 1 
一 这 一 入 0 0 一 功 /3 0 一 11/31 0 
3 。 9/2 Li 0 5/31 0 2/31 0 
0 us 11/2 0 0 11/31 外 一 8/31 0 
1 y 5/2 0 1 一 3/31 0 5/31 0 
0 vs —1/2 0 0 5/31 0 2731 1 
一 第 -6 0 0 一 12/31 0 —11/31 0 


六 
一 
册 
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1. 最 大 流 问 题 

容量 网 络 与 可 行 流 

容量 网 络 N= 一 V,E,c,s, 上 二 , 其 中 <V,E 二 是 有 向 连通 图 , s, 1 EV，, s 称 作 发 点 或 
源 , i 称 作 收 点 或 汇 ,其 余 的 顶点 称 作 中 间 点 . c:E-~>~R "是 容量 . 

满足 下 述 条 件 的 F:E->R* 称 作 N 上 的 可 行 流 : 

(1) 容量 限制 VeEE,f(e)<<ec(e). 

(2) 平衡 条 件 Vi€V 一 {st}， >) fCjD= > fi,7). 


<j'i>EE <ij>EE 
了 的 流量 v(f) = 》) f(s,j) 一 》，fG,s). 流量 最 大 的 可 行 流 称 作 最 大 流 . 
< jEE <j's>E€EE 
最 大 流 问 题 求 给 定 容量 网 络 的 最 大 流 . 
设 ACV,sEA,tEV 一 A, 称 (A,V 一 A)={<i,j|<i,j>EEAiEA,jEV 一 A}) 为 制 
集 . 割 集 的 容量 c(A,V 一 A) = 二”》) cle). 容量 最 小 的 割 集 称 作 最 小 割 集 . 


eE(A,V 一 A) 
增 广 链 
给 定 容量 网 络 N 和 可 行 流 f. NN 中 流量 等 于 容量 的 边 称 作 饱和 边 ,流量 小 于 容量 的 边 
称 作 非 饱和 边 ,流量 为 0 的 边 称 作 零 流 边 ,流量 大 于 0 的 边 称 作 非 零 流 边 . 
不 考虑 边 的 方向 ,从 s 到 + 的 边 不 重复 的 路 径 称 作 s-t 链 , 规 定 st 链 的 方向 是 从 到 上 
链 中 与 链 的 方向 一 致 的 边 称 作 前 向 边 ,与 链 的 方向 相反 的 边 称 作 后 向 边 . 所 有 前 向 边 都 是 
非 饱和 的 、 所 有 后 向 边 都 是 非 零 流 的 st 链 称 作 s-t 增 广 链 . 
如 果 不 存在 关于 可 行 流 f 的 不 含 后 向 边 的 s-t 增 广 链 , 则 称 f 是 极 大 流 . 
辅助 网 络 与 分 层 辅 助 网 络 
辅助 网 络 NCP=<V,ECP,acys, 过 ,其 中 
E+(f/) = {<ij>|<ii>EEN GN ei,))} 
EC = (<< SEE NII SO 
bs) 
cD)—f0ij) <isj>E E+ 
7G <ij>E€EE-(f) 


ac(i,]) = | 
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分 层 辅助 网 络 AN( 记 = 二 V( 门 ,AE(CP ,ac's't 全 是 NGCP 的 子 网 络 , 其 中 


下 
Vf = PVP) 
k=0 


dl 


AE(7f) =(U {< SE EN eV Ee Vat 


Vi(f)= {i€EV|Id(i)=k}, 0<kSd—1l 
Vt 三才} 
这 里 4 让 是 在 N( 有 中 到 i 的 距离 ,d(s)==0,d(1)==d. 
定理 7.1 可 行 流 f 是 最 大 流 的 充分 必要 条 件 是 不 存在 关于 了 的 s-t 增 广 链 . 
定理 7. 2( 最 大 流 最 小 割 集 定理 ) 容量 网 络 中 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 割 集 的 容量 . 
Ford-Fulkerson 算法 (FF 算法 ) ”从 零 流 开始 . 设 当 前 的 可 行 流 为 4, 用 标号 法 找 一 条 
关于 了 的 s-t 增 广 链 P, 修 改 P 上 的 流量 ,得 到 一 个 流量 更 大 的 可 行 流 . 重复 进行 ,直到 不 存 
在 st 增 广 链 为 止 . 
假设 所 有 容量 都 是 整数 , 则 FF 算法 在 O(mC) 步 内 终止 ,其 中 mm 是 边 数 , C = 


pa 5 
<njEE 


Dinic 算法 ”从 零 流 开始 . 设 当 前 的 可 行 流 为 ,构造 AN( 了 ), 求 AN(f) 上 的 极 大 流 
8. 令 f 一 f 十 g. 重复 进行 ,直到 AN( 了 ) 中 ;与 1 不 连通 为 止 . 


2. 最 小 费用 流 

容量 -费用 网 络 N= 二 二 V,E,c,w,s,t 二 ,其 中 :E>R" 是 单位 费用 ,其 余 与 容量 网 络 中 
的 相同 . 

可 行 流 了 的 费用 w(f) 一 >)w(e)f(e). 所 有 流量 vw 的 可 行 流 中 费用 最 小 的 称 作 流 量 


EE 

ww 的 最 小 费用 流 . 

最 小 费用 流 问题 “给 定 容量 -费用 网 络 N 和 流量 vo , 求 流量 w 的 最 小 费用 流 . 

容量 -费用 网 络 N 关于 可 行 流 f 的 辅助 网 络 N (== 二 V.E( 了 有 ),ac,aw,s,t 请 ,其 中 辅 
助 费 用 
w(i,j), < EE 
—wj:i), <i,j>E€EE) 
其 余 与 容量 网 络 的 辅助 网 络 中 的 相同 . 

设 C 是 边 不 重复 的 回路 ,6 二 0,C 中 边 上 的 流量 为 8、 其余 边 上 的 流量 为 0 的 可 行 流 称 
作 C 上 的 圈 流 , 记 作 6. 6 称 作 h° 的 环流 量 . h° 的 流量 v(h°) 二 0, 费 用 w(h°) 二 6，w(CO). 

定理 7.3 流量 vw 的 可 行 流 f 是 最 小 费用 流 当 且 仅 当 N (了 ) 中 不 存在 以 aw 为 权 的 负 
回路 ( 权 小 于 0 的 回路 ). 

定理 7.4 设 f 是 流量 v 的 最 小 费用 流 ,P 是 N (有) 中 权 aw 的 s-t 最 短路 径 ,g 是 P 上 
流量 0 的 可 行 流 , 则 六 二 十 g 是 流量 v 十 9 的 最 小 费用 流 . 

Floyd 算法 ” 任 给 赋 权 ( 权 可 为 负数 ) 有 向 图 D, 检 测 D 中 是 否 有 人 负 回路 . 如 果 有 负 回 
路 , 则 输出 一 条 负 回 路 . 如 果 没 有 负 回 路 , 则 给 出 任意 两 点 之 间 的 最 短路 径 . 

算法 采用 动态 规划 方法 . 记 从 i 到 j 中 间 经 过 顶点 号 码 不 大 于 的 最 短路 径 的 长 度 为 


wp =| 
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第 

qd (7J), 递 推 公式 如 下 : 了 
d®™ (i,7) = w(i,j), l1<i,j<n 

Pn 章 


dvij) 一 
1<i,j<nHi,jAxk,1<kSn 

当 DD 中 没有 负 回 路 时 ,d(i, 站 二 d "(i,j). 当 DD 中 有 负 回 路 时 ,存在 k 和 ,使 得 d* (i, 让 <0. 

最 小 费用 流 的 负 回 路 算法 ”用 最 大 流 算法 求 一 个 流量 w 的 可 行 流 f 作为 初始 可 行 流 . 
设 当前 的 可 行 流 为 ,用 Floyd 算法 检测 N( 了 ) 中 是 否 有 权 aw 的 负 回 路 . 若 不 存在 负 回路 ， 
则 是 最 小 费用 流 . 若 存在 负 回 路 C, 则 令 f< 一 f 十 h°. 重复 进行 . 

最 小 费用 流 的 最 短路 径 算 法 ”从 零 流 开始 . 设 当 前 可 行 流 为 f, 求 N( 放 中 以 aw 为 权 
的 s-t 最 短路 径 己 ,修改 已 上 的 流量 . 重复 进行 ,直到 vw( 了 ) 二 vw 为 止 . 

3. 运输 问题 

运输 问题 (Hitchcock 问题 ) 有 mx 个 产地 入 个 销 地 ,产地 A; 的 产量 a;, 销 地 B; 的 销 


量 b,, 从 A 到 B, 的 单位 运费 wi ,1<i<m,1<j<n. 假设 产销 平衡 , > ww 一 六 已. 试制 订 
i=1 j=1 


调运 方案 使 得 总 运费 最 小 . 

位 势 算法 ”确定 初始 调运 方案 . 设 当前 调运 方案 x, 计算 位 势 u,v 和 检验 数 X; 二 wi 一 
一 Vv1 仿 im,1 亿 j 三 n. 车 所 及 宇 0, 则 工 是 最 优 调运 方案 ; 否则 调整 调运 方案 . 重复 
进行 . 

表 上 作业 法 ”以 表格 的 形式 进行 位 势 算法 的 计算 . 

4. 二 部 图 匹配 

匹配 

设 简单 二 部 图 G= 二 A,B,E>> ,ME. 如 果 M 中 任意 两 条 边 都 不 相 邻 , 则 称 M 是 G 的 
匹配 . 边 数 最 多 的 匹配 称 作 最 大 匹配 . 如 果 |4A|=|B=|M| , 则 称 M 是 完美 匹配 M 中 的 
边 称 作 匹配 边 ,不 属于 M 的 边 称 作 非 匹配 边 . 与 匹配 边关 联 的 顶点 称 作 饱 和 点 ,不 与 匹配 
边关 联 的 顶点 称 作 非 饱和 点 . G 中 起 点 和 终点 都 是 非 饱 和 点 、 由 非 匹 配 边 和 匹配 边 交 替 构 
成 的 路 径 称 作 增 广 交 错 路 径 . 

二 部 图 最 大 匹配 问题 求 给 定 二 部 图 的 最 大 匹配 . 

指派 问题 求 给 定 赋 权 完全 二 部 图 的 权 最 小 的 完美 匹配 . 

定理 7.5 二 部 图 的 匹配 M 是 最 大 匹配 当 且 仅 当 不 存在 关于 M 的 增 广 交错 路 径 . 

二 部 图 最 大 匹配 问题 的 匈牙利 算法 取 M 二 名 作为 初始 匹配 . 设 当前 匹配 为 M, 用 标 
号 法 找 一 条 增 广 交错 路 径 已 , 令 M<-MP. 重复 进行 ,直到 不 存在 增 广 交错 路 径 为 止 . 

匈牙利 算法 在 OC ) 步 内 终止 . 

用 Dinic 算法 解 二 部 图 最 大 匹配 问题 ”把 二 部 图 最 大 匹配 问题 转化 成 最 大 流 问 题 , 用 
Dinic 算法 求解 . 计算 在 OC 2m) 步 内 终止 . 

指派 问题 的 匈牙利 算法 ”原始 -对 偶 算法 的 应 用 .时 间 复 杂 度 为 OG ). 


包 .和 悦 题 


7.1 证 明 :vCp) = >) FGD 一 > Ge. 


<i>EE 一 tj>EE 
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7.2 图 7.1 给 定 容量 网 络 N= 二 <V,E,c,s,t 这 和 可 行 流 广 , 其 中 每 条 边 e 旁 的 第 1 个 
数 是 c(e) ,第 2 个 数 是 fo(e). 以 为 初始 可 行 流 ,用 FF 算法 求 N 的 最 大 流 fw 和 最 小 制 
集 (X,V 一 X) ,并 验证 v(fwx) 二 c(X,V 一 X). 8.5 

7.3 用 Dinic 算 法 求 习题 7. 2 中 的 容量 
网 络 N 的 最 大 流 , 仍 以 fo 为 初始 可 行 流 . 

7.4 设 NN 是 简单 容量 网 络 ,f 是 N 上 的 
0-1 可 行 流 , 证 明 N( 了 ) 也 是 简单 容量 网 络 . 

7.5 设计 一 个 算法 求 容量 网 络 中 给 定 流 
量 的 可 行 流 . 

7.6 将 求 多 发 点 、 多 收 点 的 容量 网 络 的 
最 大 流 问 题 转化 为 标准 的 最 大 流 问题 . 

7.7 将 求 带 顶 点 容量 的 容量 网 络 的 最 大 
流 问 题 转化 为 标准 的 最 大 流 问 题 . 带 顶 点 容量 的 容量 网 络 N 二 过 V,E,c,s't>, 其 中 
c:EUCV 一 人 st)) 一 R", 即 不 但 每 一 条 边 e 有 容量 限制 c(e) ,而 且 对 通过 每 个 中 间 点 的 流量 
也 有 限制 : YuEV 一 人 ,路 ， > joy et. 


<vuu>EE 

7.8 设 N=<V,E,c,s,t 玫 具有 单位 容量 ,1V|==n,1E|==m,NN 的 最 大 流量 为 v'. 证 明 : 

(1) N 中 st 距离 小 于 等 于 2n/ Vv". 

(2) 对 N 运用 Dinic 算法 的 运行 时 间 为 O(nm) (提示 : 参照 定理 7. 4 的 证 明 ). 

7.9 设 有 向 图 D=<V,E>> ,stEV, 把 求 从 > 到 : 尽 可 能 多 的 边 不 相交 的 路 径 问 题 转 
化 为 最 大 流 问 题 ,分 别 用 FF 算法 和 Dinic 算法 解 最 大 流 问题 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 

7.10 设 有 向 图 了 = 二 V,E>,s,tEV, 把 求 从 > 到 上 尽 可 能 多 的 顶点 ( 除 ;,t 外 ) 不 相 
交 的 路 径 问题 转化 为 最 大 流 问 题 ,分 别 用 FF 算法 和 Dinic 算法 解 最 大 流 问 题 并 分 析 算 法 的 
时 间 复 杂 度 . 

7.11 用 Floyd 算法 检测 图 7.2 中 两 个 赋 权 有 向 图 是 否 有 负 回 路 ， 当 无 负 回 路 时 , 输 
出 图 中 任意 两 点 之 间 的 最 短路 径 及 其 距离 ; 当 有 负 回 路 时 ,输出 一 条 负 回 路 . 


3,3 
图 7.1 


图 7.2 


7.12 设 赋 权 有 向 图 DD 二 过 V;E,w 记 无 负 回 路 ,n 二 IV1.d* (让 为 DD 中 到 wi 边 数 不 
超过 k 的 最 短路 径 的 权 ,2<i<n,k 宇 1. 

(1) 给 出 de (让 的 递 推 公式 . 

(2) 利用 de (i) 的 递 推 公式 设 计 一 个 算法 , 求 D 中 vi 到 其 他 各 点 的 最 短路 径 , 并 分 析 
算法 的 运行 时 间 . 
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7.13 用 在 习题 7. 12 中 设计 的 算法 计算 图 7.2(a) 中 vw 到 其 他 各 点 的 最 短路 径 . 

7.14 ( 例 7.4 的 继续 ) 容 量 - 费 用 网 络 N 及 流量 w =8 的 可 行 流 fo。 如 图 7.3 所 示 , 其 
中 每 一 条 边 旁 边 的 两 个 数 依次 是 容量 和 费用 . 以 万 为 初始 可 行 流 用 负 回 路 算法 , 求 N 的 流 
量 v。 一 8 的 最 小 费用 流 . 

7.15 用 最 短路 径 算法 求 图 7. 3 中 容量 -费用 网 络 
NN 的 流量 we 一 8 的 最 小 费用 流 ( 不 使 用 图 7. 3 中 的 fo). 

7.16 设 容量 网 络 N= 二 之 V,E,c,s,t 这 ,证 明 : 存在 
最 大 流 使 得 ,对 于 所 有 进入 的 边 和 离开 上 的 边 e,f(e) 
一 0( 因 此 ,可 以 删 去 N 中 所 有 进入 的 边 和 离开 t 的 边 . 
也 就 是 说 ,可 以 假设 ;的 入 度 和 z 的 出 度 为 0). 

7.17 给 定 容 量 -费用 网 络 , 如 何 求 下 述 最 大 流 : 

(1) 最 小 费用 最 大 流 

(2) 费用 不 超过 给 定 值 的 最 大 流 . 

7.18 某 公司 有 3 个 工厂 .4 个 销售 中 心 ,各 厂 的 产量 、 销 售 中 心 的 销量 以 及 它们 之 间 
的 单位 运费 如 表 7. 1 所 示 . 试制 订 调 运 方案 使 得 总 运费 最 小 . 


表 7.1 

工 广 道 入 中 心 | 销售 中 心 I | 销售 中 心 下 “| 销售 中 心 卫 “| 销售 中 心 | 产量 
Tr 3 2 7 6 [a 
六 7 5 2 3 6 
el 到 竟 5 4 5 区 起 
销量 已 6 4 2 1 185 


7.19 某 公司 有 3 个 生产 基地 、4 个 用 户 , 基 地 的 产量 、 用 户 的 需求 量 以 及 基地 到 用 户 
的 单位 运费 如 表 7. 2 所 示 . 试制 订 调运 方案 使 得 总 运费 最 小 . 


本 2 
用 户 | 。 用 户 B 用 户 了 用 户 B， 用 户 B 产量 a 
基地 
基地 A 3 12 浊 4 8 
基地 A， 11 2 各 9 5 
基地 A; 6 光 5 9 
需求 量 性 4 3 5 6 18 22 


7.20 某 公 司 有 2 个 工厂 .2 个 仓库 和 4 个 销售 点 . 工厂 生产 的 产品 均 运 往 仓 库 , 销 售 
点 从 仓库 提货 . 假设 仓库 足够 大 ,对 存放 的 数量 不 构成 限制 . 图 7. 4 给 出 产品 的 转运 关系 ， 
边 旁 的 数 是 单位 运费 . 试制 订 调 运 方案 使 得 总 运费 最 小 . 

7.21 某 企 业 和 用 户 签订 了 为 期 一 年 的 合同 ,合同 规定 每 季度 末 交 货 . 表 7. 3 列 出 企 
业 每 季度 的 生产 能 力 、 交 货 量 以 及 生产 成 本 . 每 台 设备 每 季度 的 库存 费 0. 1 万 元 . 试制 订 生 
产 计 划 使 得 总 成 本 最 低 . 
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表 7.3 
季度 生产 能 力 / 台 交 货 量 / 台 生产 成 本 /( 万 元 / 台 ) 
1 25 15 12.0 
2 35 20 11.0 
3 30 25 1 
4 20 20 12.5 


(1) 写 出 问题 的 最 小 费用 流 模 型 . 

(2) 写 出 问题 的 运输 问题 模型 并 求解 . 

7.22 某 社区 有 5 个 工作 岗位 ,每 个 岗位 需要 一 个 人 . 现 接 到 5 位 待业 者 的 申请 ,A 申 
请 岗位 1.2 或 3,B 申请 岗位 1 或 4,C 和 DD 申请 4 或 5,E 申请 岗位 5. 如 何 安 排 才 能 使 尽 可 
能 多 的 申请 者 就 业 ? 


87844 
7.23 赋 权 完全 二 部 图 的 权 函 数 由 图 7. 5 所 示 的 矩阵 给 出 ,求解 这 个 |2 4 7 2 9 
痢 派 问题 . 8 人 
pt 
7.24 有 5 项 工程 由 3 家 建筑 公司 承建 ,建筑 公司 呈报 的 工程 造价 | ?”?》， 
( 千 万 元 ) 如 表 7.4 所 示 . 每 家 建筑 公司 最 多 承建 2 项 工程 . 如 何 安排 才能 。 图 ，。 
使 总 造价 最 小 ? 
表 7.4 
工程 B， [ 程 B， 工程 B; 工程 B， 工程 Bs 
公司 Al 10 15 9 8 10 
公司 A， 9 18 6 10 8 
公司 A; 6 14 8 8 6 


7.25 如果 在 算法 7.8( 二 部 图 最 小 权 完美 匹配 的 匈牙利 算法 ) 中 直接 使 用 公式 (7. 20) 
计算 0, 对 算法 的 时 间 复 杂 度 有 什么 影响 ? 

7.26 设 二 部 图 G== 二 A,B,E 放 ,函数 5: AUB 一 Z+ ,MSE, 其 中 Z+ 是 正 整 数 集 ， 如 
果 YVvE€EAUB,v 恰 好 与 M 中 的 5b(v) 条 边关 联 , 则 称 M 是 G 的 匹配 . 六 匹配 问题 就 是 给 
定 二 部 图 G 王 二 A,B,E>> 和 函数 0:AUB-~Z+ , 求 G 的 匹配 . 试 设计 一 个 六 匹配 问题 的 
算法 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 

7.27 二 部 图 的 瓶颈 匹配 问题 : 给 定 赋 权 二 部 图 G 王 <A,B,E,z>>, 求 G 的 最 大 权 最 
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小 的 完美 匹配 M, 即 求 完美 匹配 M 是 使 得 maxtw(e)|eE M) 最 小 . 设计 一 个 二 部 图 瓶颈 匹 二 
配 问题 的 算法 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 . 


7.28 设 无 向 图 G 王 <V,E>> ,VSV. 如 果 每 一 条 边 都 有 一 个 端点 属于 了 , 则 称 是 
一 个 顶点 覆盖 . 顶点 数 最 少 的 项 点 覆盖 称 作 最 小 项 点 覆盖 . 

(1) 设 二 部 图 G== 二 A,B,E 二 ,MCE 是 一 个 匹配 ,VCAUB 是 一 个 顶点 覆盖 . 证 明 : 
1MI 委 |V|. 

(2) 设 二 部 图 G 王 一 A,B,E>,M 是 最 大 匹配 ,用 匈牙利 算法 计算 中 ,A 中 未 标号 的 顶点 
集 为 A, ,B 中 已 标号 的 顶点 集 为 Bl ,V 一 A, UB,. 证 明 : V 是 一 个 顶点 覆盖 且 IV|=|1M|. 

(3) 设计 一 个 求 二 部 图 最 小 顶点 覆盖 的 算法 . 


7.3 习题 解答 与 分 析 


TI w= 2 FO 3) FD) 


<sj>EE <ji'>EE 
= > Fo jdt Dp 
< >EE <j ,EE Jr <j'i>EE <ij>EE 
= BD) FOD+AGD— Df, — fs) 
< >EE <i'>EE 
j¥t j¥! 
+ 2 FGD+ DfGD— 2 fiD)— YD jc) 
< >EE <j'>E€EE <ij>€EE < >E€EE 
i j¥t i¥s jz 
7 过 5 jt 


= f(s,0) — fli,s) 


+ >) FOD+ 2 FOD— 2 GO 一 > FJ 


<j'i>EE <jin>EE <ij>EE < jEE 
i j¥s i jz 
js 5 
= 2 F950D— 2 FO 
<i>EE <tvyj>EE 
7.2 计算 过 程 如 图 7. 6 所 示 . 顶点 旁 括 号 内 是 它 的 标号 . 每 个 图 的 左边 给 出 检查 顶点 


的 顺序 ,括号 内 是 检查 这 个 顶点 时 得 到 标号 的 顶点 . 粗 边 是 找到 的 增 广 链 . 最 大 流 fx 如 
图 7.6(d) 所 示 . 在 图 7.6(d) 中 ,虚线 将 顶点 集 划 分 成 两 部 分 ,给 出 最 小 割 集 ,X={s,1,2,3， 
4),;V 一 了 ={5,t) ;最 小 割 集 (X,V 一 X)={<2,5 二 ,<3,5> ,到 1) 
v(frmax) = 8 二 10= 二 18= 二 3 十 5 十 10 = 二 c(X,V 一 X) 
7.3 计算 过 程 如 图 7.7 所 示 . 图 7.7(b) 和 (h) 中 顶点 旁 方 括号 内 的 数字 是 顶点 的 层 
次 ,图 7.7(c)、(d) 和 (e) 中 x* 表 示 该 项 点 的 流通 量 最 小 ,6 是 本 次 在 该 边 安 排 的 流量 值 . 
图 7.7(h) 的 N( 了 ) 中 不 存在 st 路 径 , 故 f 是 最 大 流 . 在 图 7.7(d) 中 ,顶点 3 的 流通 量 也 是 
最 小 的 . 如 果 从 顶点 3 而 不 是 从 顶点 1 开始 安排 流量 , 则 会 得 到 另 一 个 最 大 流 . 
7.4 设 N=<VyEycysst>,N( 有 = 二 <V,E(f)yacssst 六 ;其 中 
Ee.— E+ Uy Ey 
Be 三 <i EN = 
E-(f)={<ij>S|I<jiSEEANfG,D)=1) 
对 于 Vi,j>EE( 有 ,车 <i,j>EE?* (有 ),; 则 f(i, 站 =0sac(i,j)=c(i,7) 一 了 (i,j) 
1; 车 之 i,j 之 EE (有 ), 则 ac(i, 门 一 f(j ,让 一 1. 得 证 N(f) 所 有 边 的 容量 为 1. 
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5(2) SS 
2(1,3) (A+c) 


(©) Dg 
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(Wg WW MA) 
图 7.7( 续 ) 


对 于 ViEV 一 {s,t} ,如 果 i 在 N 中 的 入 度 为 1, 设 <p,i>,<i,qg >,…,<i,g,>E€E, 
有 以 下 两 种 可 能 : 

(1) fp; 站 二 1;, 则 f(i,gq),…,f(i,g,) 中 有 一 个 等 于 1, 其 余 都 等 于 0. 不 妨 设 ， 
flisq)=1,f(i,g)=""*=f(isg;)=0. 于 是 ,<qi i> ,<i p> ,<ig > ,<ivg>€ 
E,i 在 N(f) 中 的 入 度 为 1. 

(2) fp 由 二 0, 则 了 (i,qn),…,f(isg,) 全 等 于 0. 于 是 ,<p,i>,<i,q,"…,<i,g,>€ 
E,i 在 N( 有 ) 中 的 入 度 也 为 1. 

类 似 可 证 ,如 果 i 在 NN 中 的 出 度 为 1, 则 i 在 N( 放 中 的 出 度 也 为 1. 得 证 N( 放 ) 是 简单 
容量 网 络 . 

7.5 方法 一 : 设 容量 网 络 N= 二 过 V,E,c,s,t 记 ,给 定 流量 w. 求 N 上 流量 wv 的 可 行 流 
可 转化 成 求 N' 上 的 最 大 流 . 引入 一 个 新 的 发 点 so,c(so,s) 三 ww, 而 原来 的 发 点 s 成 为 中 间 
点 . 即 N'=<VU {so)},EU {<s,s 宝 },c ,so 3t} ,其 中 


po vos 1 一 SA 人 7 一 5 
c (i,j) = 
[ees, 过 遍 关 2 全 吾 
算法 如 下 : 
1. 构造 N“. 
2. 求 N' 的 最 大 流 fw. 
3. 若 v(firox) 二 ww, 则 在 N 上 fx 即 为 流量 wm 的 可 行 流 . 车 v (fox) 二 vw, 则 N 上 不 存 
在 流量 wv, 的 可 行 流 . 
方法 二 : 修改 最 大 流 算法 中 调整 流量 的 值 使 得 可 行 流 的 流量 不 超过 w. 如 对 于 FF 算 
法 , 设 当前 的 可 行 流 为 f,v( 了 ) 二 vo ,找到 增 广 链 P,P 上 流量 的 调整 量 为 6( 即 P 上 前 向 边 
的 容量 与 流量 之 差 以 及 后 向 边 的 流量 中 的 最 小 值 ). 现在 把 P 上 流量 的 调整 量 修改 为 
min(w 一 v( 了 有 ) ,6). 计算 直到 vw( 了 有) 二 vw 停止 . 如 果 已 得 到 最 大 流 了 且 v( 有 <w, 则 NN 上 不 
存在 流量 ve 的 可 行 流 . 
7.6 设 多 发 点 多 收 点 容量 网 络 N 王 <V,E,c,S,T>>, 其 中 SCV,TCV, 且 SmnT= 
名 . 如 下 构造 容量 网 络 N’ 二 二 V',E',c ,so ,to 之 ,其 中 
v= tay 
Um Slse SY ems 
a co (i=sws AjES)IVGiETAj=4) 
c(i,)) 一 
pe <i,j>EE 
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这 里 V0 三 济 加) COS 
5ES <oj>EE 


设 f 是 N 的 一 个 可 行 流 ,把 它 扩 张 到 N 上. 令 
DB) fi) 一 >) Fe)，i=-sAJT=s ES 


< 一 E 已 <hk's>EE 

f= DRED- DD fp, j=i Ni=i€ET 
<hA>EE <nk>EE 
fai,)), 2 


不 难 验证 在 S 和 T 中 所 有 的 顶点 都 满足 平衡 条 件 ,在 新 添加 的 边 上 满足 容量 限制 ,从 而 
了 是 N’ 的 一 个 可 行 流 , 且 v(f)==v( 了 f). 

反之 , 设 是 N' 上 的 一 个 可 行 流 ,把 在 N 上 的 限制 记 作 f,f 是 N 上 的 可 行 流 , 且 
v( 有 = 二 v(f). 从 而 了 是 N 的 最 大 流 当 且 仅 当 了 是 NN’ 的 最 大 流 . 这 就 把 求 N 的 最 大 流转 
化 为 求 N 的 最 大 流 . 

这 种 把 一 个 问题 转化 为 另 一 个 问题 的 方法 称 作 归 约 . 习题 7. 5 中 的 方法 一 用 的 也 是 归 
约 . 在 实际 应 用 中 ,如 果 能 够 把 要 解决 的 问题 归 约 为 一 个 已 知 的 模型 ,那么 这 个 问题 就 解决 
了 . 如 这 里 把 多 发 点 .多 收 点 容量 网 络 的 最 大 流 问 题 归 约 为 标准 的 最 大 流 问 题 . 通过 求 N 
的 最 大 流 , 就 可 以 得 到 N 的 最 大 流 . 当然 ,为 了 保证 算法 的 效率 , 归 约 所 用 的 变换 不 能 过 于 
复杂 ,不 能 使 计算 时 间 增 加 太 多 . 归 约 不 但 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 ,而 且 在 理论 上 是 一 个 十 
分 重要 的 概念 (第 9 章 将 会 详细 介绍 ). 

7.7 ”把 每 一 个 中 间 顶 点 v 替换 成 两 个 顶点 v(1),v(2) 和 一 条 边 二 v(1),v(2)， 
c(v(1),v(2))==c(v). 每 一 条 边 二 u,v 放 替 换 成 二 u(2),v(1) 这 ,clu(2),v(1))=c(usv). 这 
里 约定 ,s(1) 二 s(2) 二 ,1(1) 二 +(2) 二 t。 即 如 下 构造 容量 网 络 N = 二 之 V',E' ,co ,s,t 记 ,其 中 : 

V = {st U {v1),v 2) | v E VD {st)} 
E’ = {<u2),vD) >|<uv EEE}U {<v1),v 2) > vEVD {3,2)} 
i st e=<u(2),v(1)>， 
c(v), e=<=<v1),v(2) >， 
不 难 把 N 上 的 可 行 流转 换 成 N' 上 的 可 行 流 , 且 其 流量 相同 ,反之 亦 然 . 
7.8 (1) 设 st 距离 为 d ,V; 为 与 ; 距离 i 的 顶点 集 ,0<i<d, 则 
vv" SAVINVA) SIV XI Va ls 0<iea—1 

于 是 ,|V; | 和 |Vin | 中 必 有 一 个 不 小 于 Vv" ,d 十 1 个 1V;| 中 至 少 有 d/2 个 不 小 于 

VT 从 而 1 生 V0T .得 证 4<2n/ VT 


(2) 由 于 N 具有 单位 容量 ,Dinic 算法 在 每 个 阶段 对 每 一 条 边 至 多 处 理 一 次 , 故 每 个 阶 
段 的 所 需 时 间 为 OGm). 

要 证 明 阶段 数 为 O(n). 如 果 vw" 二 mn , 则 结论 成 立 . 假设 w…” 二 n”, 现 考察 可 行 流 的 
流量 第 一 次 超过 wv" 一 mn 的 阶段 ,在 这 个 阶段 之 后 最 多 还 有 nn“ 个 阶段 . 现在 考虑 在 这 个 
阶段 之 前 有 多 少 个 阶段 . 设 这 个 阶段 开始 时 的 可 行 流 为 f,v(f) 三 v* 一 wn, 于 是 NGC 的 
最 大 流量 不 小 于 72?. 不 难 验证 N( 了 有) 具有 单位 容量 ,根据 本 题 (1) ,在 N(f) 中 st 距离 小 于 
等 于 2n/ Vn 一 2m 而 每 个 阶段 的 st 距离 都 大 于 前 一 个 阶段 的 st 距离 , 故 在 这 个 阶段 
之 前 最 多 有 2n* 个 阶段 ,总 共有 3n 十 1 个 阶段 . 


VeEE 
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7.9 把 DD 看 作 一 个 容量 网 络 N , 边 的 容量 都 为 1. 设 f 是 NN 的 一 个 可 行 流 , 则 所 有 。 
f(e) 二 1 的 边 构 成 边 不 相交 的 st 路 径 , 且 路 径 数 等 于 v(f). 对 v(f) 作 归纳 证 明 , 当 二 


v( 刘 二 1 时 ,结论 显然 成 立 . 假设 当 v(f)==k 宇 1 时 结论 成 立 , 现 考虑 v(f)= 二 k 十 1. 从 s 开 
始 沿 着 了 (e) 二 1 的 边 走 到 ,得 到 一 条 st 路 径 L. 把 了 在 L 上 的 值 改 为 0, 记 作 六 . 了 也 是 
N 上 的 可 行 流 且 v(f') 二 &. 根据 归纳 假设 ,所 有 f(e) 二 1 的 边 构 成 条 边 不 相交 的 s-t 路 
径 . 这 些 路 径 与 L 没有 共同 的 边 , 故 当 vw(f)==k 十 1 时 结论 也 成 立 . 

反之 , 设 E 是 D 中 边 不 相交 的 s-t 路 径 的 边 集合 . VeEE , 令 f(e)=1; VeEE 一 已 ， 
令 f(e) 二 0. 可 对 路 径 数 归纳 证 明 : f 是 N 上 的 一 个 可 行 流 , 且 v( 了 ) 等 于 E' 中 的 路 径 数 . 
于 是 ,D 上 条 数 最 多 的 边 不 相交 的 s-t 路 径 恰好 对 应 N 上 的 最 大 流 . 这 样 就 把 求 D 中 尽 可 
能 多 的 边 不 相交 的 s-t 路 径 转化 为 N 的 最 大 流 问题 . 

算法 描述 如 下 : 

步骤 1: 构造 容量 网 络 N= 二 二 V ,E,c,s,t 记 ,其 中 所 有 边 e 的 容量 c(e) 王 1. 

步骤 2: 求 NN 的 最 大 流 f 

步骤 3: 用 标号 法 把 f。 转 换 成 D 中 的 st 路径 . 


1. for vEV do lI(W //1(v) 是 所 有 路 径 中 关联 到 wv 的 顶点 集合 
2. for <u,v>E€EE do 

1 if fax uv)=1 then L(V) Lv U {ua} 

3. Q{t},P //P 存放 所 有 边 不 相交 的 s-t 路 径 

4. while QA do 

4.1 任 取 LEQ,o<L 的 第 一 个 顶点 ,QQ 一 {L} 

4:2 if vAs then 

4.3 for u€EL(v) do QQU {ulL) 

4.4 else PPUI{L} 

5. return P 


分 析 算 法 的 运行 时 间 . 步骤 1 只 需要 生成 c, 可 用 O(m) 步 完成 . 由 于 所 有 边 不 相交 的 
st 路 径 的 长 度 之 和 不 超过 m, 故 步骤 3 可 在 O(m) 步 完成 . 步骤 2 车 采用 FF 算法 ,由 于 所 
有 容量 为 1, 故 得 到 的 最 大 流 在 每 一 条 边 上 的 值 是 0 或 1. 最 大 流 的 流量 不 超过 x 的 出 度 , 必 
小 于 n. 而 每 个 阶段 流量 至 少 增加 1, 故 阶段 数 小 于 n. 每 个 阶段 的 运行 时 间 为 Olm) ,步骤 
2 的 运行 时 间 为 O(nm). 算法 的 运行 时 间 为 O(nm). 步骤 2 车 采用 Dinic 算法 ,由 于 N 有 具 
有 单位 容量 ,根据 习题 7.8, 步 又 2 的 运行 时 间 为 O(n*m). 算法 的 运行 时 间 为 OCz2smz). 
7.10 把 了 看 作 一 个 带 顶 点 容量 的 容量 网 络 , 所 有 的 边 和 所 有 的 顶点 的 容量 都 为 1. 
可 以 类 似 习 题 7. 9 证 明 ,能够 把 求 D 中 尽 可 能 多 的 顶点 不 相交 的 s-t 路 径 转化 为 这 个 带 顶 
点 容量 的 容量 网 络 的 最 大 流 问 题 . 根据 习题 7.7, 这 个 带 顶 点 容量 的 容量 网 络 的 最 大 流 问 题 
又 可 转化 为 标准 的 最 大 流 问题 . 后 者 的 容量 网 络 为 N 王 一 V“ ,E' ,cs:t> ,其 中 
到 一 人 四 U{faDo2) |v EV {s,2)} 
E’ 一 {<ul2),v (1) >|<uv >E EY}U {<v1),v (2) >|vEVD {st)} 
cl(e)=1 e€EE 
这 里 约定 ,s(1) 一 s(2) 一 s,t(1) 一 +:(2) 二 i. 
算法 如 下 : 
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步骤 1: 构造 N= 二 <V',E’,c,s,t>. 

步骤 2: 求 N 的 最 大 流 f 

步骤 3: 根据 f: 构 造 D 的 顶点 不 相交 的 s-t 路 径 集 合 ( 类 似 习 题 7. 8 中 的 算法 
步骤 3). 

算法 分 析 : 记 n==|V|i ,m= 二 |E|, 则 |V'|=2n 一 2,1E'|==m 十 n 一 2. 注意 到 ,NN 是 简单 容 
量 网 络 . 类 似 习 题 7. 9 可 证 , 若 在 步骤 2 采用 FF 算法 ,算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nm). 若 在 
步骤 2 采用 Dinic 算 法 ,算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?m). 

7.11 图 (a) 中 ,沿用 教材 中 的 符号 ,de (i,j) 是 vi; 到 wj; 之 间 经 过 下 标 不 超过 & 的 最 短 
路 径 的 长 度 ,h* (i,j) 是 这 条 路 径 中 vi 的 下 一 个 顶点 的 下 标 . 计算 过 程 如 下 
0 1 2 3 too] 1 3 0 ] 


do 一 | 十 co 2 0 3 十 co Ho = 


ad 一 | 十 co 多 0 3 十 co 7 一 


十 co 0 十 ce 十 co 3 
doO=|+c 2 0 3 5| #2= 
2 


cd) 一 | 十 co 2 3 5 hh 一 


ao=| 1 2 0 5| 。 pe= 


| 
CD 
| 
fo 
| 
心 
| 


L 


d®=| 1 2 0 5| 19= 


ODO NOD NNDNMOoO~ NNNMMVOoO~~ MMMoOoOoDLDbM SY 


和 rmeDeeDermerm 
罗 DeDwwewe 
人 器 
人 

请 ， nm 和 ] 
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dS 的 对 角 线 元 素 均 为 0, 图 中 没有 负 回 路 .ds 给 出 任意 两 点 之 间 的 距离 ,根据 js 可 以 
查找 到 任意 两 点 之 间 的 最 短路 径 . 例如 ,vw 到 广 的 距离 等 于 ds (1,3) 一 0. 由 有 (1,3)==2， 
有 hh (2,3) 二 5,h(5,3) 二 3,vi 到 vs 的 最 短路 径 是 vi vvsvs. 又 如 ,vs 到 vw 的 距离 等 于 


cd@ (5,2) 一 一 2. 由 有 (5,2) 二 3,h9(3,2) 二 2,vs 到 vw 的 最 短路 径 是 vsvsv. 
图 (b) 计 算 如 下 : 
FE 入 3 5 +% +%] 1 洲 各 人 模 | 
十 ce 0 十 co 1 十 co 0 这 散 村 市 
dv=| 一 4 4 0 十 co 2 | 
十 ce 十 ce 一 3 0 十 6 人 入 要 而 
| 十 ce ”十 co 十 co 2 o| -而 | 
本 3 5 十 ce 十 co] | 
十 co 0 十 ce 1 十 ce 中 | 和 和 本 
dv=| 一 4 一 1 0 十 co 有 B= 工 亲 5 
十 ce 十 ce 一 3 0 十 co ol 
[十 ce 十 ce 十 co 2 o| 9 ww 有 
Wl 5 4 十 ce 人 
十 co 0 十 co 1 十 co G 这 而 下 而 
d®?=| —4 一 1 0 0 入 hw=|1 1 3 1 5 
十 ce 十 co 一 千 0 十 ce 0 
[+ 二 co +oo 2 0 0 0 而 下 是 | 
区 5 4 可 mW 人 人 
十 co 0 十 co 1 十 ce WW 多 
as 一 | 一 4 一 1 0 0 2 Bn=|1 1 SS 1T § 
一 7 一 4 一 3 -3 ~ 3 名 本 


至 此 ,找到 图 中 过 vwv 的 一 条 负 回 路 wwvwvvw ,长 为 一 3. 

7.12 (1) 设 P 是 到 wi 边 数 不 超过 k 的 最 短路 径 ,如 果 P 的 边 数 小 于 k, 则 PP 的 权 
w(P) 二 4d*?(i). 如 果 PP 的 边 数 等 于 ,那么 P 必 由 v1 经 过 一 1 条 边 到 某 个 的 最 短路 
径 P' 与 边 <vj ,uw 二 组 成 ,并 且 是 所 有 这 种 可 能 中 权 最 小 的 . 从 而 ,有 下 述 递 推 公式 : 

d®(1)=0, d®°(i)=+o%o, 2<i<n 
dH = min{ dD, min( dD (十 zi [vv >EE)}), 1<i<n;,k21 

因为 D 中 无 负 回 路 ,两 点 之 间 一 定 存在 边 数 不 超过 n 一 1 的 最 短路 径 , 所 以 dw? (让 是 
到 vi 的 距离 ,1 二 i<n. 递 推 公式 只 需 计算 到 ==n 一 1. 

(2) 利用 上 述 递 推 公式 不 难 设 计 出 所 需 的 动态 规划 算法 . 为 了 保存 最 短路 径 的 信息 ， 
设 1 (为 办 到 六 边 数 不 超过 &A 的 最 短路 径 中 vi 的 前 一 个 顶点 的 下 标 . 记 J 2 (让 为 使 
d4D 了 (0)) 十 wi (过 vj ,vi 之 EE) 取 到 最 小 值 的 wv 的 下 标 . 

递 推 公式 如 下 : 

ho =1, ho =0, 2<i<n 
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下 
太史 ge 
js 否则 ， 

算法 如 下 : 

1. d(1)<1, h(1)<-1 

2. for i=2 ton do 

加 d(D)<+oo, h(i)<0 


de GD 十 my) 


4. for k=1 to 7 一 1 do 

也 for i=1 ton do 

6 for <v;,v>EE do 

1 if d4())+wi <d(i) then 
8. d(D <d(j)+w; 


9. return cd, h 


容易 看 出 算法 的 运行 时 间 为 (x). 


sh 


这 个 算法 是 由 L. R. Ford 提出 的 , 故 称 作 Ford 算法 . 在 最 小 费用 流 的 最 短路 算法 中 用 


Ford 算法 求 费用 最 小 的 增 广 链 更 好 些 . 


7.13 为 了 方便 ,将 图 7.2(a) 重 绘 于 图 7. 8. 计算 如 下 : 


中 一 (0, 十 co, 十 co, 十 co, 十 co)， 


da 一 (0,1,2,3, 十 co)， 
d@ 一 (0,1,2,3,4)， 
d@ 一 (0,1,0,3,4)， 
ad 一 (0,1,0,3,4)， 
1 到 vs 的 最 短路 径 是 viv, 权 为 1. 
1 到 vw 的 最 短路 径 是 wvwvsw , 权 为 0. 
1 到 wv, 的 最 短路 径 是 ww , 权 为 3. 
1 到 vs; 的 最 短路 径 是 wwvs , 权 为 4. 


hn?=(1,0,0,0,0) 


ho 一 (1,1,1,1,0) 
se Wh We ey I 
EO = 
1 一 (1,1,5,1,2) 


图 7.9 NCP) 


7.14 N(fo) 如 图 7.9 所 示 , 用 Floyd 算法 检查 N(fo) 中 是 否 有 关于 aw 的 负 回 路 , 计 


算 过 程 如 下 : 


za 一 


doD 一 和 
一 4 


0 
hl 


0 
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至 此 ,do (2,2) 王 一 1, 过 顶点 2 有 一 条 负 回 路 C. 由 hh (2,2)==1,h (1,2) 一 s， 
As,2) 一 2,C 一 21s2, 如 图 7.9 中 粗 线 所 示 . 回路 中 3 条 边 的 容量 的 最 小 值 5=2. 记 /为 
C 上 环流 量 6=2 的 圈 流 , 令 == 十 hc ,如 图 7. 10(a) 所 示 . N(fi) 见 图 7.10(b). 继续 用 
Floyd 算法 检查 N(fi) 中 是 否 有 关于 aw 的 负 回 路 ,计算 如 下 . 由 于 do (ii 一 0(Gi 一 s,1,2， 
人 站,N(f1) 中 没有 关于 aw 的 负 回 路 , 故 用 是 容量 w=8 的 最 小 费用 流 


do0 一 


十 co 


OLMNwoa 
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hh 一 和 
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0 
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Ne EE 
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-4 -1 02 | 
= 三 Y 少 及 
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-一 Lb 


7.15 用 零 流 作为 初始 可 行 流 f, ,计算 如 图 7. 11 所 示 . NCAP 中 关于 权 aw 的 s-t 最 短 
路 径 的 计算 过 程 略 去 ,在 图 中 用 粗 线 给 出 . 在 图 7.11(f) 中 N(f) 的 最 短路 径 上 容量 允许 调 
整 的 流 值 是 4, 但 wm 一 z( 户 ) 王 2, 所 以 实际 的 调整 量 6 二 2. f; 是 所 求 的 流量 w 王 8 的 最 小 费 


(DAN( 广 ) 
站 入 


7.16 方法 一 : 检查 FF 算法 ,标号 过 程 都 是 从 * 开始 到 : 结束 ,每 个 顶点 最 多 标号 一 
次 ,找到 的 每 条 st 增 广 链 都 不 会 含有 进入 的 边 和 离开 : 的 边 , 从 而 得 到 的 最 大 流 满足 题 
中 的 要 求 . 

方法 二 : 设 /是 一 个 最 大 流 ,如 果 v(f) 二 0, 则 零 流 满足 题 中 的 要 求 . 下 面 假设 v( 了 二 
0. 在 N=<V,E,c,s,t> 上 添加 一 个 顶点 w 和 两 条 边 过 1,w ,一 zs ,并且 取 c(t,w) 二 
c(w,s) 二 v(f) ,得 到 容量 网 络 N = 过 VU{w},EU {<i,w> ,二 w,s 二 },c,s;,t). 令 
(ww) 二 了 (wss) 二 v(f),YVeEE,f(e) 二 f(e). 是 N' 上 的 可 行 流 ,v( 了 7) 二 0 且 了 不 是 


零 流 . 根据 引 理 7.10, 了 等 于 若干 圈 流 的 和 . 设 了 二 Ds 其 中 每 个 C, 是 顶点 不 重复 的 


回路 . 记 f 是 所 有 含 w 的 回路 C, 上 的 圈 流 之 和 . 由 于 含 包 的 回路 C, 不 会 含有 EE 中 进入 sx 
的 边 和 离开 t 的 边 , 故 产 在 E 中 所 有 进入 s 的 边 和 离开 t 的 边 上 的 值 均 为 0. 记 fx 是 广 在 
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EE 上 的 限制 ,fs 是 N 上 的 可 行 流 且 在 所 有 进入 s 的 边 和 离开 t 的 边 上 的 值 均 为 0. 又 由 于 
了 (wss) 二 v(), 有 wv(fmax) 二 v(f 有 ,fmwx 也 是 N 上 的 最 大 流 ,因此 广 .. 满 足 题 中 的 要 求 . 

7.17 (1) 方法 一 : 在 算法 7.4 最 小 费用 流 的 负 回 路 算法 中 ,把 步骤 1 改 为 调用 最 大 流 
算法 , 求 得 最 大 流 f. 

方法 二 : 在 算法 7. 5 最 小 费用 流 的 最 短路 算法 中 , 删 去 流量 调整 的 上 界 v. 

算法 如 下 : 

1. f<—0 

2. 构造 NGC 

3. 调用 Ford 算法 计算 N( 让 中 以 aw 为 权 的 s-t 最 短路 径 
4. ff N( 户 中 不 存在 st 路 径 then return f //f 是 最 小 费用 最 大 流 
5. 设 求 得 的 最 短路 径 为 P,0<-min{ac(i,7)|<i,j>EE(P)} 
6 
yt 
8 


or < jE EBE(PY do 
if <i,j>EE then fi,)< fi,))+0 
else f(j,D)<— f(j,i)—0 
9. goto 2 
(2) 方法 一 : 利用 算法 7. 4 最 小 费用 流 的 负 回 路 算法 求解 ,对 算法 进行 两 点 修改 . 
@ 求 一 个 最 大 流 作为 初始 流 . 
@ 设 给 定 费 用 rw. 当 w( 了 有) 三 wo 时 ,计算 结束 . 如 果 N( 放 中 没有 以 aw 为 权 的 负 回 路 
且 w( 放 二 wo , 则 不 存在 费用 不 超过 wo 的 最 大 流 . 
方法 二 : 如 本 题 (1) 中 方法 二 ,用 最 短路 径 算法 求 得 最 小 费用 最 大 流 上 如 果 wf) 二 wo， 
则 是 费用 不 超过 re 的 最 大 流 , 输 出 f; 如 果 zw(CP) 二 zw , 则 不 存在 费用 不 超过 rw 的 最 大 流 . 
7.18 ”这 是 运输 问题 ,产销 平衡 用 表 上 作业 法 ,计算 过 程 见 表 7.5 一 表 7.9. 表 7.5 用 
最 小 元 素 法 求 初始 方案 xz” , 带 圆 圈 的 数字 给 出 计算 的 顺序 . 在 表 7.7 中 Xz, 二 一 1, 对 应 的 
闭 回 路 用 虚线 画 出 ,6 二 min{4,2.5) 二 2.5. 表 7.9 中 zx 中 的 检验 数 都 大 于 等 于 0, 故 xz 是 最 
优 调运 方案 . 


表 7.5 初始 方案 x 中 表 7.6 x 的 位 势 
ai 
1 BI 4 7| [6 0 
3 7 [6 
1 40 和 入 
@ 2.5|L7 5|， [5 4 
2.5L7 $ | 2 | olss 32 oS 一 - 
1 (8) 2.512 二 4 5| 二 
| 及 5|2 5 4| [15| 25 
v3 2 多 村 
让 635 4 © NM 
2% 
表 7.7 x "的 检验 数 表 7.8 x"” 及 其 位 势 
Ui 
0 0 9| [7 
一 3s311s 直上。 
msl ol | lal 0 0 
2 bs | 2 [lsl| 到 
pl 4 a 人 
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7.19 这 个 运输 问题 的 产 大 于 销 , 引 入 虚拟 用 户 B; ,其 需求 量 等 于 产量 与 销量 的 差 4， 
使 得 产销 平衡 由 于 B; 是 虚拟 的 ,供给 Bs 的 产品 实际 上 是 没有 售 出 的 产品 ,单位 运费 为 0， 
见 表 7. 10. 用 最 小 元 素 法 确定 初始 方案 x”, 见 表 7. 11. 在 第 @ 步 ,第 1 行 和 第 1 列 的 值 都 
是 4, 令 zu 一 4, 同 时 还 要 在 第 1 行 或 第 1 列 任 取 一 个 变量 ( 它 所 在 的 行 和 列 没有 被 划 掉 ) 令 
其 为 0. 这 里 令 za 一 0, 这 个 初始 方案 是 退化 的 . 对 xz” 的 修改 值 6=0. zx， 和 x 的 值 完全 
相同 ,只 是 把 基 变 量 zz: 换 成 zzs ,把 za 位置 上 的 0 换 到 zz 处 . x 一 x ”及 其 位 势 和 检验 数 


如 表 7. 12 一 表 7. 19 所 示 。 


表 7.9 x 的 检验 数 


Rr sl [6 
1|2sL0|2 Lon.sLo 
25L0 4| [6| [6 


表 7.10 引入 Bs 使 产销 平衡 


用 户 Bi 用 户 B。 用 户 Bs 用 户 B， 用 户 Bs 产量 w 
基地 Al 3 12 3 4 0 
基地 A; i 区 5 9 0 
基地 As 6 7 5 0 
需求 量 性 4 8 5 6 4 绚 


表 7.11 初始 方案 x” 
Ey | 


3 [2 


看 六 


Lo Us| ls] D3 
Oh ste IO 
-1 9 总 0 


表 7.15 x" 的 检验 数 


Ey EE, 

a bo of 2 Es 了 
8 | 310 of slole Lo 
9|sTol alo 4 


表 7.14 x 及 其 位 势 


3 2 3 0 
1 利加 
I 3 12 5| 2?L9|o 1o 
6 7| si| als 0 

yy 3 2 和 9 0 

表 7.16 x2 及 其 位 势 

4 到 12 3|,14| ,LD 
1 312 5 9| ,10 
6 7|5 [| 4L5 0 

其 各 2 0 4 0 


-4 


二 


表 7.17 x ”的 检验 数 


4 0 1 B33 ,0 ,0 
8 .3 [0 5 5|;10 
2 4| slol alo -1 


考虑 到 B; 是 虚拟 用 户 ,构造 初 始 方 案 时 最 后 考虑 Bs 可 能 更 好 些 . 仍 采 用 


网 经 流 算法 


这 样 得 到 的 初始 方案 就 是 上 面 的 x” ,直接 得 到 最 优 解 ,如 表 7. 20 所 示 。 


表 7.19 x 的 检验 数 


#9 11 3| so 1 
| Lo 4| [4|, [Lo 
2 5 of ,1o Lo| 
5 包 :| 
7.20 


表 7.18 x” 及 其 位 势 第 
i 
EE 12 人 | | 于 Dw 章 
这 | [2 5 9|，[0| 
6 7| sl 05， Lo 
wy 3 . 0 4 -1 
最 小 元 素 法 ， 
表 7.20 初始 方案 x 中 
ur 
4 L2 ss Lo 4 
[un | 9 2 ga 
le 7 sh! 205| 20) 0 v4 
ba 3 SR 站 


仓库 既 要 运 入 又 要 运 出 ,所 以 把 它们 既 看 作 产 地 又 看 作 销 地 . 于 是 ,有 4 个 产地 


Ai,As ,Ci 和 Ci ,6 个 销 地 B,Bs,B;,B, ,Ci 和 Cs. 总 产量 等 于 总 销量 等 于 10, 仓 库 的 进出 量 
不 可 能 事先 知道 ,但 不 会 超过 10, 可 把 仓库 的 产量 和 销量 都 定 为 10. Ci 到 Ci 的 单位 运费 为 
0, 因 为 实际 上 不 存在 这 部 分 运输 . 而 Ci 不 允许 运送 到 C; , 故 单位 运费 为 M( 充 分 大 )， 同样 
地 ,C? 到 C* 的 单位 运费 为 0,C? 到 Ci 的 单位 运费 为 M. 同 理 ,Ai(Gi 一 1,2) 到 Bj(j 二 1,2,3,4) 
的 单位 运费 为 M， 如 表 7. 21 所 示 . 用 最 小 元 素 法 构造 初始 方案 ,考虑 到 Ci 到 Cl 和 Cs 到 Cs 
是 不 存在 的 ,把 这 两 个 值 放 在 后 面 确定 . xz" 的 检验 数 有 4 个 是 负 的 , 取 za (ha 一 一 M 二 1) 
作为 换 入 变量 , 换 出 变量 是 zs ,调整 量 $=0. 5. x 的 检验 数 都 是 非 负 的 ,x 是 最 优 运 输 
方案 ,如 表 7. 22 一 表 7. 26 所 示 . 


表 7.21 带 中 转 站 的 运输 模型 


B B。 B， B， Ci Ce 产量 a 
两 M M M M 2 3 6 
蜗 M M M M 3 1 4 
i 2 6 3 6 0 M 10 
4 4 6 5 M 0 10 

销量 己 2 1.5 3.5 3 10 10 30 

表 7.22 初始 方案 x 
a 
M MI [M [IM .2 3 
| | 人 § 
M M| IM| IM | a Jl 
2 2 13. 6 4G)0 0 M NERSOs 
4ls@y4| Sl@3 Ms wasss 
ba MN 3 3 M4 Wms 
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表 7.23 x 及 其 位 势 


Ft T 
Ml [vl [vl v6 到 区 0 
M MI IM iM | we [| ,mt 
212 6l3sl3| 1L9 4L0os LU > 
4 5 可 [13 Mssio -m2 
yw4 M6 5 Mr 2 M+2 
表 7.24 xf" 的 检验 数 表 7.25 x 及 其 位 势 
Ml [IM lM MeL | 
M| IM M Bla [i. 
2 -2 [535BjosLo 4 Lo My 
a | sl 5s Im| 6[o| -3 
vw 4 机 5 8 2 3 
表 7.26 x 的 检验 数 
M4 MB IM Ms ,Lo Tol 
| | 5 一 
M-2| vs [mal WM 4 四 
2 Los sb be 
3| 15| [s,s 0 vol 6 | 
7.21 (1) 每 个 季度 是 一 个 发 点 、 同 时 又 是 一 个 收 点 ,这 是 一 个 多 发 点 、 多 收 点 的 最 小 


费用 流 问 题 . 引入 一 个 超级 发 点 和 一 个 超级 收 点 ,问题 转化 为 最 小 费用 最 大 流 问题 ,容量 - 
费用 网 络 如 图 7. 12 所 示 , 边 旁 的 第 1 个 数 是 容量 ,第 2 个 数 是 费用 . 


图 7.12 


(2) 表 7.27 给 出 问题 的 运输 模型 . 每 个 季度 是 一 个 产地 ,同时 又 是 一 个 销 地 ,生产 能 力 
是 产量 , 交 货 量 是 销量 . 总 生产 能 力 110 大 于 总 交 货 量 80, 引 入 一 个 虚拟 销 地 (剩余 能 力 )， 
其 销量 为 30. 用 最 小 元 素 法 确定 初始 方案 ,但 把 虚拟 销 地 放 在 后 面 . 在 第 4 步 确定 za 时 ， 
行列 的 剩余 值 都 是 20, 故 除 取 zs 一 20 外 ,还 要 在 第 3 行 或 第 4 列 填 一 个 0, 这 里 取 zss 一 0. 
zx" 的 检验 数 都 非 负 , 故 zx” 是 使 成 本 最 小 的 生产 计划 . 如 表 7. 28 一 表 7. 30 所 示 . 


网 络 流 算法 


表 7.27 带 中 转 站 的 运输 模型 
1 季度 2 季度 3 季度 4 季度 剩余 能 力 生产 能 力 a; 章 
1 季度 12.0 i 1 i123 0 25 
2 季度 M 11.0 Yi 11.2 0 35 
3 季度 M M Il 11.6 0 30 
4 季度 M M M 12.5 0 20 
交 货 量 b 15 20 25 20 30 110 
表 7.28 初始 方案 x 罗 
这 lz ta 2 nd pd 
x 的 检验 数 
全 12 15 0 0.7| 0.7 0.7 10 0 
[IM Mls 20 L9 19 0 四 | 04 
山 En [Me 10 0 20 "| 0 [ 0 
局 ED [Menus] Mu 中 20 
vy 12 
7.22 作 二 部 图 G== 二 X,Y,E 二 ,其 中 X={A,B,C,D,E},Y=={1,2,3,4,5},E= 
{(z,y)1z 申请 岗位 y) ,如 图 7.13(a) 所 示 . 问题 是 求 G 的 最 大 匹配 . 用 匈牙利 算法 求解 . 


前 3 个 阶段 很 容易 地 得 到 匹配 M,={(A,.1),(B,4),(C,5)}, 见 图 7.13(b) 中 的 粗 线 . 接 下 
来 经 过 标号 找到 增 
见 图 7.13(c) 中 的 粗 线 . 图 7.13(c) 中 的 标号 表明 M: 是 G 的 最 大 匹配 . 分 配方 案 如 下 : A 
分 配 岗位 2,B 分 配 岗位 1,C 分 配 岗位 5,D 分 配 岗位 4.E 这 次 没有 岗位 . 


HO Nm >» 


(a) 


A 1 
[uy [B] 
B 2 
[4 [A] 
le 3 
D] 
D 4 
[Wy] [D] 
E 5 
Io] [ID] 
(b) 
图 7.13 


广 交 错 路 径 P=D4B1A2, M; 一 Mi,@P={(A,2),(B,1),(C,5),(D,4)} 


A 1 

B 入 

和 3 
[5] 

D 4 
外 [Cl 
B 和 
| IE] 
(© 


7.23 用 匈牙利 算法 . 前 3 阶段 得 到 Mi 二 {(A;,B1),(A;,B;),(As,B;)}), 第 4 阶段 如 


算法 设计 与 分 析 习 题解 签 与 学 习 指 时 (入 2 版 ) 


图 7. 14(a) 所 示 . 带 单 圈 的 表示 zw 一 a; 一 B; 二 0, 对 应 一 条 边 . 双 圈 对 应 一 条 匹配 边 . 图 中 项 
点 旁 方 括号 内 是 标号 , 打 勾 的 行列 对 应 已 标号 顶点 ,未 打 勾 的 行列 对 应 未 标号 顶点 .5 一 
min{ws 一 a 一 Bj;1A; 行 打 勾 ,B; 列 未 打 勾 ) ,hj 是 第 j 列 取 值 sj; 的 行 A;. 0 等 于 诸 v 的 最 小 值 
的 一 半 . 对 a, 打 勾 的 行 加 9, 不 打 勾 的 行 减 9; 对 B, 打 勾 的 列 减 09, 不 打 勾 的 列 加 0 调整 
图 7.14(a) 中 的 a 和 B 后 ,得 到 图 7.14(b). 设 ; 在 B; 列 取 到 最 小 值 ,对 应 的 h 值 是 A;, 则 对 
于 调整 后 的 a 和 PB,w; 一 a; 一 B; 二 0. 在 图 中 添加 新 的 边 (A; ,Bi ) ,这 里 是 (A, ,Bs). 见 图 7.14 
(b). 经 过 标号 得 到 新 的 匹配 边 (A, ,Bi) ,M: 王 {(A ,Bi),(A, ,Bi), (As ,B:), (As,B:)), 见 
图 7.14(c). 调整 图 7.14(c) 中 的 a 和 8B, 得 到 图 7.14(d). 添加 新 边 (A, ,Bi), 标 号 及 s,h 的 
计算 结果 见 图 7. 14(d). 再 调整 8, 添加 新 边 (A: ,B,) 和 (A, ,Bs), 经 过 标号 找到 增 广 交 错 
路 径 P=A, B, A, B,. 最 小 权 完美 匹配 Ms = M: 四 P = 1{(Ai,B;s),(As,B,),(As,B;)， 
(A4, ,Bi), (As ,B,)}, 见 图 7.14(f). 


24 
v|s7s844|o0 [ke) 
D4 7 2 9|0 op 
3 so 四 
@oO mo a 
v|599 5 610 
4@7 9 @lo 着 
六 i 
s36532 4 
LE 
(a) 
Cu] 
[四 
四 
[En] 
fo] 


7. 24 由 于 每 家 建筑 公司 可 以 承建 2 项 工程 ,把 每 家 公司 A; 复 制 成 2 个 A; 和 Ai, 每 个 
承建 一 项 工程 . 这 样 共 有 6 个 公司 、5 项 工程 ,添加 一 项 虚拟 工程 (造价 均 为 0) ,构成 一 个 指 


网 络 流 算法 


派 问 题 , 完 全 二 部 图 的 权 函 数 如 图 7. 15 所 示 . 10 15 9 
最 小 权 完 美 匹 配 是 M=={(A1.B,),(A1,B,),(As,Bs),(A%,， |10 15 9 
Bs),(A ,Bi),(A4,Bs)}, 即 Ai 承建 工程 B, 和 B,,As 承 建 工程 B， |? 18 6 10 8 

6 

8 

8 


(Bs 是 虚拟 工程 ), As 承建 工程 Bl 和 Bs ,工程 总 造价 为 15 十 8 十 6 十 
6 十 6 一 41. 

7.25 直接 用 公式 (7. 20) 计 算 0 需要 时 间 O(z). 在 一 个 阶段 图 7.15 
中 修改 a;: 和 Bj;( 即 执行 5 一 5. 8) 的 次 数 是 O(n). 这 样 一 来 ,每 个 阶段 
的 时 间 为 O02 ) ,算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nt). 

7.26 显然 , >)0(z) 一 >)0(y) 是 存在 匹配 的 必要 条 件 . 


OES 


TEA 3?EB 
二 部 图 六 匹配 算法 如 下 : 
1. 车 由 = >)0(z) 关 >)0(y)， 则 输出 “不 存在 马匹 配 ”, 计 算 终止. 


zEA yeEB 
2. 构造 容量 网 络 N=<V ,Beost> ,其 中 
V=A UBU {SD 
E={<zry>| (ry EE}U {<s,r>|rEA}U {<y,t>|ly€B) 
bl(v), wu=sAvEA 
c(usw) = bu), uuEBANv=1 
1， (u,v) EE 
3. 用 Dinic 算法 求 N 的 最 大 流 , 设 f 是 求 得 的 最 大 流 . 
4. 车 v( 用 =w, 则 输出 M={(zx,y)| f(zwy)==1,(x,y)EE); 否则 ,输出 “不 存在 性 匹 
配 ”. 
不 难 证 明 , 当 >)0(z) = >)0(Cy) 时 ,M 是 G 的 5 匹配 当 且 仅 当 N 有 最 大 流 了 ,其 中 


zx€EA yEB 
bl(v), wu=sMAvEA 
blu), uEBAv=1 
fl(u,v) = 
1， (u,v) EM 
0， 否则 
因此 ,算法 是 正确 的 . 


记 n==|A| 十 |B|, 步 又 1 需要 时 间 O(n) ,步骤 2 和 步骤 4 的 时 间 为 Ol?), 而 步 又 3 需 
要 O(m), 故 算法 的 时 间 复杂 度 为 OC). 

7.27 容易 证 明 下 述 命题 ， 

命题 ”完美 匹配 M 是 最 大 权 最 小 的 完美 匹配 当 且 仅 当 G (w" ) 没 有 完美 匹配 ， 
Gl(w’ )=<A,B,E(w’)>,w’ =max{w(e)|leEM} .E(w )= {elw(e)<w’ ,eEE). 

根据 这 个 命题 ,下 述 算法 是 正确 的 . 

二 部 图 瓶颈 匹配 算法 如 下 : 

1. 求 G 的 一 个 最 大 匹配 M. 

2. 若 M 不 是 完美 匹配 , 则 输出 “G 没有 完美 匹配 ”, 计 算 结 束 . 

3. w’ max{w(e)|e€EM). 


4. EE—{elw(e)>w" },M <—M— {elw(e)>w" } 


柜 


击 汪 届 
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5. 以 M 为 初始 匹配 ,用 匈牙利 算法 求 G = 二 二 A,B,E > 的 最 大 匹配 M. 

6. 车 M 是 G 的 完美 匹配 , 则 返回 步骤 3. 否则 M 是 最 大 权 最 小 的 完美 匹配 ,输出 M. 

记 G 的 顶点 数 n, 边 数 m. 步骤 1 和 步骤 5 的 时 间 为 O(zzz). 步骤 3 一 步骤 6, 每 次 至 少 
删 去 一 条 边 ,重复 的 次 数 一 定 小 于 m. 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OCzzz2 ). 


7. 28 


(1) 


因为 M 中 的 边 是 不 相交 的 ,覆盖 M 中 的 边 需 要 |M| 个 顶点 , 故 |M|<IV1l. 


(2) 每 一 条 边 (z,y),zEA,yEB, 有 4 种 可 能 : 

〇 z 未 标号 ,y 已 标号 . 

@ z 已 标号 ,y 已 标号 . 

@ 工 未 标号 ,y 未 标号 . 

@@ xz 已 标号 ,y 未 标号 . 

前 3 种 边 都 被 V 中 的 顶点 覆盖 ,只 需 证 明 第 @@ 种 不 可 能 发 生 . 设 xz 已 标号 ,y 未 标号 ， 
根据 标号 的 规则 ,(z,y) EM, 否 则 因为 x 已 标号 ,y 可 从 zx 得 到 标号 , 于 是 ,x 是 饱和 点 , 它 
的 标号 只 能 从 B 中 某 个 已 标号 的 顶点 得 到 , 即 存在 已 标号 的 y EB, 使 得 (x,y )E€ M. 而 与 
工 关联 的 匹配 边 只 有 一 条 , 故 y= 二 y. y 未 标号 ,y' 已 标号 ,矛盾 . 得 证 V 是 一 个 顶点 覆盖 . 

V=A,UB,. 因为 M 是 最 大 匹配 ,Bi 中 的 顶点 都 是 饱和 点 . A 的 非 饱 和 点 都 是 已 标号 
的 , 故 Al 中 的 顶点 也 是 饱和 点 . 又 任意 的 zEAl 和 yEBi,(z,y)M, 否 则 zx 可 以 从 y 得 到 标 
号 . 因此 ,V 中 任意 两 个 顶点 关联 两 条 不 同 的 匹配 边 , 故 |V| 三 1M|. 由 (1), 得 证 |V|= 
1M|. 从 而 ,V 是 最 小 项 点 覆盖 . 

(3) 根据 本 题 上 述 (2) ,在 用 匈牙利 算法 求 得 二 部 图 最 大 匹配 的 同时 ,也 得 到 了 最 小 顶 


点 覆盖 . 
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算法 分 析 与 问题 的 计算 复杂 度 


1. 基本 概念 

问题 的 时 间 复 杂 性 上 界 ”在 此 时 间 内 ,一 定 能 求 出 该 问题 的 解 . 该 问题 的 任何 一 个 算法 
在 最 坏 情形 下 的 时 间 复 杂 性 都 给 出 了 该 问题 的 时 间 复 杂 性 的 一 个 上 界 . 

问题 的 时 间 复 杂 性 下 界 ”求解 该 问题 需要 的 最 少 的 时 间 , 即 如 少 于 该 时 间 ,一 定 存在 某 
个 实例 不 能 求 出 该 实例 的 解 . 

问题 的 时 间 复 杂 性 紧 下 界 ”对 于 该 问题 的 一 个 时 间 复 杂 性 紧 下 界 , 如 果 存 在 一 个 该 问 
题 的 算法 ,其 时 间 复 杂 性 函数 恰好 为 该 下 界 , 则 称 此 下 界 为 该 问题 的 紧 下 界 . 

问题 的 时 间 复 杂 度 ”求解 该 问题 需要 的 最 少 的 时 间 ,并 且 在 该 时 间 内 一 定 能 解 该 问题 . 
这 是 问题 的 一 个 固有 性 质 . 

2. 某 些 重要 结果 

以 比较 作为 基本 运算 ,检索 问题 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 为 logn 十 1. 

以 数 的 比较 作为 基本 运算 ,排序 问题 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 为 9(nlogn). 排序 问题 的 各 
种 主要 算法 的 优 劣 如 表 8. 1 所 示 . 

表 8.1 有 关 排序 算法 的 分 析 结 果 


算 法 最 坏 情况 平均 情况 占用 空间 时 间 上 的 最 优 性 
冒 泡 排序 On’:) O(n:) 原 地 

快速 排序 O(n’) Onlogn) O(logn) 平均 时 间 最 优 
归并 排序 O(nlogn) O(nlogn) O(n) 最 优 

堆 排 序 O(nlogn) O(nlogn) 原 地 最 优 


以 数 的 比较 作为 基本 运算 ,选择 问题 最 坏 情 况 的 时 间 复 杂 度 为 9(n). 选择 问题 的 各 种 
主要 算法 的 优 劣 如 表 8. 2 所 示 . 
表 8.2 选择 算法 的 时 间 复 杂 度 
问题 算 法 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 最 优 性 


找 最 大 Findmax 证 一 志 和 一 最 优 


找 最 大 最 小 FindMaxMin | 3n/2—2 SUM2 一 2 最 优 
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续 表 
问 题 算 法 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 最 优 性 
找 第 二 大 锦标 赛 ntlogn—2 n 二 logn 一 2 最 优 
找 中 位 数 Select O(n) 3n/2—3/2 阶 最 优 
找 第 小 Select O(n) n+min{k,n—k 二 1} 一 2 阶 最 优 
8.2 习 题 
8.1 设 G= 二 Vi ,BE 二 ,G: 王 二 V:, 忆 二 是 两 个 简单 图 ,其 中 记 =V. 假设 G 和 G， 


的 输入 是 用 邻接 矩阵 表示 的 . eee M 的 第 i 
行 第 j 列 的 元 素 rj = 二 1; 否 则 ry=0,1<i<j<<n. 

(1) 设 输入 规模 是 图 中 的 顶点 数 , 给 出 一 个 算法 判定 Gi 是 否 为 C; 的 补 图 . 说 明 算法 
的 设计 思想 ,并 给 出 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

(2) 对 于 求解 这 个 问题 的 所 有 算法 ,给 出 一 个 尽 可 能 紧 的 时 间 复 杂 度 的 下 界 ,并 证 明 你 
的 结果 . 

8.2 对 于 给 定 的 x 关 0, 求 nn 次 多 项 式 P(r)==ao 十 a1z 十 asz 十 … 十 asx" 的 值 . 

(1) 设计 一 个 在 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 为 6(n) 的 求 值 算法 . 

(2) 证 明 任 何 求 值 算法 的 时 间 复 杂 度 都 是 Q(n). 

8.3 (1) 设 A 和 B 是 两 个 长 为 n 的 有 序数 组 ,现在 需要 将 A 与 B 合并 成 一 个 排 好 序 
的 数组 ,证 明 任何 以 元 素 比较 作为 基本 运算 的 归并 算法 至 少 要 做 2x 一 1 次 比较 . 

(2) 对 上 述 归并 问题 ,假设 1A|==m, 1B| 二 ,给 出 求解 该 问题 的 最 优 算法 并 证 明 其 最 

8.4 设 n 是 k 的 倍数 ,有 k& 个 排 好 序 的 数 表 工 1 ,L,…,L ,每 个 数 表 都 有 n/k 个 数 . 假 
设 n 个 数 彼 此 不 等 ,并 且 归 并 长 为 m,n 的 两 个 数 表 的 时 间 代 价 是 OCz 十 7). 

(1) 使 用 顺序 归并 算法 归并 这 个 数 表 ， ered 

(2) 设计 一 个 时 间 复 杂 度 更 低 的 归并 算法 ,说 明 算法 的 主要 设计 思想 ,并 分 析 你 的 算法 
在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

(3) ee 问题 的 算法 类 ,最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 的 下 
界 是 什么 ? 证 明 你 的 

8 5 ne 

8.6 ”以 二 4 为 例 画 出 冒 泡 排 序 算 法 的 决策 树 . 

8.7 设 A 是 n 个 不 等 的 整数 按照 递增 次 序 排列 的 数组 ,已 知 存在 i€E {1,2,…,n} 使 得 
A[ 站 =i, 问 怎样 找到 3 

(1) 设计 一 个 算法 求解 上 述 问题 ,给 出 算法 的 伪 码 描述 并 分 析 算 法 在 最 坏 情况 下 的 时 
间 复 杂 度 . 

(2) 证 明 任 何 求解 上 述 问题 的 算法 至 少 需要 做 Q(logn) 次 比较 . 

8.8 设 S 是 n 个 数 构成 的 数组 ,判断 S 中 的 元 素 是 否 都 是 唯一 的 . 如 果 唯 一 , 则 输出 
“Yes”; 否 则 输出 “No”. 证 明 唯 一 性 判定 问题 的 复杂 度 是 6(nlogn). 

8.9 设 工 一 (ai az， ) 是 nn 个 不 相等 的 实数 的 数 表 ,m 是 小 于 nn 的 正 整数 . 现在 需 
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要 按照 从 小 到 大 的 次 序 输出 工 中 最 小 的 m 个 数 . 

(1) 如 果 二 8(n/logn) ,以 工 中 元 素 的 比较 作为 基本 运算 ,设计 一 个 O01) 时间 的 算法 . 

(2) 如 果 区 二 wn/logn) ,证 明 不 存在 O(n) 时 间 的 算法 . 

8.10 ”证 明 任何 从 个 数 中 选 第 k 小 的 数 的 算法 ,如 果 以 比较 作为 基本 运算 ,那么 它 至 
少 要 做 n 十 min{k,n 一 & 十 1} 一 2 次 比较 . 

8.11 给 定 平面 上 个 点 的 坐标 . 在 这 些 点 之 间 存在 某 些 边 , 边 (i,j) 的 权 值 是 点 i 和 
j 的 距离 . 这 些 点 和 边 构成 平面 上 的 简单 图 G, 求 G 的 一 棵 最 小 生成 树 . 证 明 求 解 该 问题 的 
算法 类 的 时 间 复 杂 度 下 界 是 Q(nlogn). 


8.3 ”习题 解答 与 分 析 


8.1 (1) 设 G 与 G: 的 矩阵 是 Mi=(aj) 和 M=(b;). 

算法 

1. 对 于 每 个 1] 委 ;<) 委 ”比较 ajs 和 b;. 

2. 如 果 存 在 a; = 与 ,那么 G, 不 是 Gs 的 补 图 ;如 果 都 不 等 , 则 G, 是 Cs 的 补 图 . 

W(n) = n(n— 1)/2 

(2) 证 明 一 . M, 和 M 的 i 行 j 列 的 元 素 分 别 记 为 a; 和 465;. 任何 求解 该 问题 的 判定 算 
法 都 需要 检查 Mi 与 M: 上 三 角 区 域 的 所 有 ai 与 5;. 如 果 有 一 项 a; 和 6b; 没有 做 检查 ,那么 
对 于 三 性 而 其 他 值 都 不 等 的 两 个 输入 矩阵 M,， 和 M ,算法 不 能 加 以 区 分 . 而 这 两 种 情况 
的 输出 恰好 相反 ,算法 就 会 出 错 . 矩阵 的 上 三 角 区 域 有 (2z 一 1)/2 项 ,因此 算法 的 时 间 复 杂 
度 至 少 是 n(n 一 1)/2. 

证 明 二 . 考虑 决策 树 ,构造 方法 如 下 . 

对 于 任意 算法 A: 

1. 车 A 第 一 步 考 察 a; 和 bi ,将 根 结 点 标记 为 (i, 站 . 

2. 假设 A 标记 了 树 中 的 结 点 (i,j)， 当 aj ==5; 时 ,算法 进入 左 子 树 停机 ,并 把 左 儿 子 记 
作 树 叶 ,标记 为 对 应 的 输入 . 当 a; 关 b; 时 ,如 果 A 下 一 步 考察 的 是 a 和 0 ,那么 将 (i, 丫 结 
点 的 右 儿 子 标记 为 (&,D). 

3. 重复 第 2 步 , 直 到 所 有 的 输入 都 被 标记 为 止 . 

对 于 不 同 的 输入 ,算法 在 叶 结 点 停止 . 在 最 坏 情 况 下 ,算法 执行 的 操作 数 等 于 树 的 深 
度 . 问题 的 输入 是 两 个 图 的 邻接 矩阵 ,算法 可 区 分 的 不 同 的 输入 有 2”? 种 ,每 个 输入 对 
应 于 决策 树 的 一 片 树叶 ,而 具有 2”? 片 树叶 的 二 叉 树 的 深度 至 少 是 n(n 一 1)/2. 

8.2 (1) 迭代 计算 : 


P(x) = a, 
P(x) 一 Co 十 PCZz)。 工 
了 Pa:(z) 一 aa- 十 P:(z)。 工 


了 -Hi(CZ) 一 ao 十 已 ,( 并 )。 工 
不 难看 出 
PH(z) 一 ao 十 az 十 az 妇 2 十 … 十 az 一 了 (z) 
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如 果 顺 序 计算 多 项 式 P, (z),P: (z),…,P,+:(Cz), 最 后 得 到 的 就 是 PC(z). 在 这 个 过 程 
中 ,计算 P;(z) 需 要 用 到 P;_, (x) 的 值 ,而 且 只 需要 1 次 乘法 和 1 次 加 法 ,是 常数 时 间 . 于 是 
计算 整个 多 项 式 序列 仅 需要 9(z) 时 间 . 

(2) 证 多 项 式 P(x) 有 nn 十 1 个 系数 ,每 个 系数 至 少 需要 被 处 理 1 次 . 如 若 不 然 ,假设 
某 个 求 值 算法 A 不 对 系数 a; 进行 处 理 . 考虑 输入 

Zadar dra a > 和 Caosa sa bisatis sas > 

其 中 a, 去 5; 是 不 为 0 的 数 ,其 他 系数 都 相等 . 那么 这 两 个 多 项 式 对 同一 个 z 的 求 值 一 定 不 
等 ,但 是 算法 A 的 输出 是 不 加 区 别 的 . 因此 算法 A 出 错 . 于 是 任何 算法 至 少 需要 "十 1 次 运 
算 , 即 在 最 坏 情 况 下 时 间 复 杂 度 为 Q(n). 

8.3 (1) 证 设 输入 A={a,as,…,a,),B 二 (0,0;,…,b,) ,满足 

a =<hi<=a<b< <b<an= <a < 

设 工 是 任意 归并 算法 . 对 于 任何 wEA,T 都 需要 把 w 和 4b-1 及 6b; 进行 比较 . 如 果 对 于 某 

个 六 算法 工 没 有 执行 w 和 -的 比较 ,将 对 满足 上 述 条 件 的 输入 五 和 了 没 办 法 区 分 ,其 中 


LT: A 一 (ayazy…yariyaiyaiiy .as}, B= {bsbs 9" bis be bs sb,} 


有: A; = {aryas sy sab sa ra}, B, = {bb2 ,bis ais bi ,bn,} 
同 理 ,a; 与 6; 的 比较 也 是 必 不 可 少 的 . 由 于 A 中 含有 ?7 个 数 ,除了 w 只 需要 与 六 比较 1 次 
之 外 ,其 他 nn 一 1 个 a; 都 要 做 2 次 比较 ,因此 至 少 需要 比较 2 一 1 次 . 

(2) 不 妨 设 xz> 刀 当 x 一 @(Cz) 时 可 采用 顺序 归并 的 算法 , 伪 码 如 下 : 
算法 Merge(A,B) 

输入 : 有 序数 组 A[1..m],B[1..n] 

输出 : C[1..m 十 nj] 


Lb 

2. while p<m and g<n do 

3 if AL[p]<BLg] 

4. then C[i]<—ALpj,p<p+t+1,i<i+1 

也 else CL[i]<BLlg]j,g<g+t1,i<-i+1 

6. if p>m 

7. then 将 B 的 剩余 元 素 顺 序 放 到 CLi..m 十 n] 
8. else 将 A 的 剩余 元 素 顺序 放 到 CL[Li..m 十 nj 


以 比较 作为 基本 运算 ,算法 Merge 在 最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 m 十 n 一 1. 

当 n 二 O(logm) 时 ,可 以 采用 另 一 种 算法 : 对 B 中 的 每 个 元 素 通 过 二 分 检索 找到 其 在 
A 中 的 合适 位 置 , 然 后 将 它 插 入 . 以 比较 做 基本 运算 ,该 算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 
O(log’m). 

下 面 证 明 算法 的 最 优 性 . 不 妨 设 A 与 B 中 的 数 都 不 相等 . 合并 后 的 数组 含 m 十 nn 个 元 
素 . 每 一 个 输入 相当 于 从 m 十 nn 个 位 置 中 选 m 个 位 置 来 放 A 中 的 元 素 ,不 同 的 输入 个 数 是 
Clm 十 n,m). 构造 决策 树 , 结 点 (7 表示 将 a; 和 0b; 进行 比较 . 如 果 a; 二 5b; , 则 将 算法 下 一 
次 比较 的 标记 作为 (i,7) 的 左 儿 子 ;否则 作为 右 儿 子 . 算法 结束 时 的 树叶 标记 为 输入 ,树叶 
片 数 是 输入 的 个 数 , 即 CCm 十 n,m). 决策 树 中 的 树 深 代表 最 坏 情况 下 的 比较 次 数 . 由 于 有 具 
有 Clm 十 n,m) 片 树叶 的 二 叉 树 的 深度 至 少 是 log(Clm 十 n,mm)), 即 
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第 

十 
ms 人 " = log 一 9((m 十 2)log(2 十 72) — mlogm— nlogn) 8 
m mn 章 


当 m 二 cn 时 ,上 述 下 界 变 成 
elmaog(1+ 二 jwmogGa+o] 


与 算法 时 间 复 杂 度 的 阶 是 一 致 的 . 车 n= 二 O(logm), 则 上 述 下 界 是 


圾 十 2 
Hnlog 
m 


(mn)log(m++n) — mlogm— nlogn =mlog 


1 Wl 十 总 
n n 
>nlog 2 = O(nlogm) = O(log’m) 
n 


与 算法 时 间 复 杂 度 的 阶 是 一 致 的 . 

8.4 (1) 顺序 归并 算法 . 伪 码 如 下 : 

| T= 

2, for j*2 tok 

EA //L 与 L; 归并 得 到 新 的 L 

4. returnL 

在 归并 过 程 中 工 , 中 的 元 素 被 比较 4 一 1 次 ,L, 的 元 素 被 比较 一 1 次 ,… ,Li 的 元 素 
被 比较 2 次 ,Ls 的 元 素 被 比较 1 次 . 总 共 比 较 

n/k[(k—1) 二 +(k 一 1) 十 (k 一 2) 十 … 十 2 十 1] = n(k* 十 k 一 2)/2k = OC(kn) 

(2) 使 用 二 分 归并 算法 . 伪 码 如 下 : 
lk 
. 将 /个 表 两 两 一 组 ,分 成 1/2 组 
. 每 组 的 2 个 表 进 行 归并 
. 计 /为 奇数 
. then 1<L/2 十 1 
. else I<1/2 
. if 1>1 then goto 2 
. returnL 
最 坏 情况 的 时 间 复 杂 度 : 每 个 表 的 元 素 被 归并 logk 次 ,每 次 归并 比较 1 次 . 因此 总 的 
时 间 W(n) 二 O(nlogk). 

(3) 构造 决策 树 如 下 : 

1. 如 果 算 法 比较 元 素 a; 和 aj ,那么 将 结 点 标记 为 (i,7); 

2. 结 点 被 标记 (i,7) 之 后 ， 

车 a; 过 aj ,下 一 步 算 法 比较 w 与 w ,那么 (7 的 左 儿 子 标记 为 (&,2); 若 比较 后 算法 结 
束 ,用 输入 把 左 儿 子 标记 为 树叶 . 

车 wu>w ,下 一 步 算法 比较 as 与 1. 那么 (i,j) 的 右 儿子 标记 为 (&,7); 若 比较 后 算法 结 
东 , 用 输入 把 右 儿 子 标记 为 树叶 . 

将 个 数 分 成 & 组 ,每 组 wn/k 个 数 , 先 选 L, 中 的 mn/k 个 数 ,然后 从 剩 下 的 nn 一 n/& 个 数 中 选 
L; 中 的 数 ,…, 从 一 (& 一 Dm/k 个 数 中选 wA 个 数 . 因此 不 同 的 输入 个 数 为 na1/[(n/k&)! 玫 ， 
在 决策 树 中 对 应 了 所 有 的 树叶 . 给 定 一 个 输入 ,从 树 根 开始 ,通过 比较 运算 沿 着 一 条 路 径 走 到 
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树叶 ,那么 决策 树 的 深度 代表 了 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 , 树 深 
nl 
d =| log ram log(n!) — klog((n/k)!) 


=Q(nlogn— k(n/k)(logn— logk)) = O(nlogk) 

二 分 归并 算法 是 最 优 的 算法 . 
8.5 设 n 个 点 的 数组 X[1..nj,X[ 疏 为 第 i 个 点 的 模 坐 标 . 假设 算法 A(X) 是 求解 直 
线 上 最 近邻 点 对 的 算法 ,A 的 输出 是 X 中 最 近 的 两 个 点 及 其 距离 4d. 可 以 设计 如 下 算法 求 
解数 的 唯一 性 问题 . 

算法 Unique 

输入 : S={ai,as san} 

输出 :“Yes” 或 “No”// 若 存在 w 一 w ' 则 输出 "No” ;否则 输出 “Yes” 

1. for i<1 ton do X[i]=a; 

2. A(X) 

3. if d=0 then return "No" 

4. else return "Yes" 

根据 练习 8. 8 的 结果 ,唯一 性 问题 的 时 间 复 杂 度 的 下 界 是 9(nlogn). 问题 转化 为 “判断 
是 否 存 在 i 和 j 使 得 zx; 二 zx; 的 "唯一 性 问题 ,根据 上 述 分 析 求 解 该 问题 的 算法 的 时 间 复 杂 度 
的 下 界 是 QC(nlogn). 可 以 如 下 设计 算法 : 先 对 X 排序 ,然后 顺序 检查 相 邻 元 素 是 否 相 等 . 
该 算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn)， 从 而 证 明了 Qnlogn) 是 一 个 紧 的 下 界 . 

8.6 7 一 4 时 , 骨 泡 排序 的 部 分 决策 树 如 图 8. 1 所 示 . 


图 8.1 zx 一 4 时 的 决策 树 


8.7 (1) 二 分 查找 算法 . 
Search(A,l,r) 

1. if /=r then return / 

2. else k<—(l+r)/2 

if A[k|=k then return 人 

4 else if A[k]<k then /< 十 1 
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5 else rk—1 

& Search(A,l,7) 

初始 令 1! 二 1,r 二 n, 调 用 上 述 算法 即 可 . 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(logn). 

(2) 构造 决策 树 ,A[ 站 与 整数 i 的 比较 记 作 结 点 i. 如 果 A[ 门 =i, 算 法 结束 ,将 i 标记 为 
树叶 并 作为 i 的 左 儿 子 . 如 果 A[ 丫 冯 i, 将 下 次 比较 的 标记 作为 i 的 右 儿 子 . 这 棵 树 有 n 片 
树叶 , 树 深 至 少 是 Q(logn), 因 此 求解 该 问题 的 算法 的 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 下 界 是 
Qlogn). 

8.8 证 设 输入 是 多 重 集 S 二 {ww a,ns*as，…,m*，ar),S 含有 k 种 元 素 ,元 素 a; 


的 重复 度 是 ,i==1,2,…,k, 且 Dn 二 n. 如 下 构造 决策 树 : 


1. 算法 第 一 次 比较 的 元 素 是 a; 和 aj ,那么 树 根 标记 为 (i, 站 . 
2. 如 果 a 三 aj ,那么 算法 结束 ,并 将 输入 标记 树叶 ,作为 (7 的 左 儿 子 . 
3. 如 果 ww 天 ww ,算法 下 一 步 比较 的 元 素 是 we 和 wi 那么 将 (4,2) 标 记 为 (7 的 右 儿 子 ; 
如 果 比 较 后 算法 结束 ,将 (人 7 的 右 儿 子 作为 树叶 ,并 标记 为 输入 . 
多 重 集 S 的 排列 数 为 
| n j- nl 
721722 "7 72 nz 72 1 


由 于 存在 着 n 个 元 素 都 不 相等 的 输入 , 即 二 =n 二 … 二 m4 二 1 对 这 个 输入 ,决策 树 的 叶片 
数 达 到 n1, 树 的 深度 为 9(nlogn), 从 而 证 明了 在 最 坏 情况 下 算法 时 间 复 杂 度 的 下 界 是 
Qnlogn). 

显然 这 是 一 个 紧 的 界 . 先 用 O(nlogn) 时 间 将 S 中 的 数 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 为 a1 ， 
2，… sa ,相同 的 数 一 定 是 连续 分 布 的 .然后 用 O(n) 时 间 顺 序 检查 每 对 相 邻 的 元 素 a; 和 
af 人 是否 相等 ,总 计 用 O(nlogn) 时 间 就 可 以 判定 S 中 的 元 素 是 否 唯一 . 

8.9 (1) 在 工 中 找 第 m 小 的 数 ai; 然 后 把 a; 和 其 他 数 比较 ,找到 所 有 小 于 w 的 数 ; 对 
所 有 小 于 ai 的 mn 一 1 个 数 进行 排序 ;然后 从 小 到 大 输出 . 找 w 的 时 间 是 O(n), 找 所 有 比 
a; 小 的 数 的 时 间 是 O(n) ,对 x 一 1 个 数 排序 时 间 是 mlogm, 而 m 二 8(n/logn) ,于 是 


i 
logn ~ logn 


T(n) =0O(n) ow +o( 


到 本 人 和 Sk 
=0(n) le loglogn) ] 


=0(n) 
(2) 证 ”任何 算法 都 对 m 个 数 排序 ,时 间 复 杂 度 T(n) 二 QCmlogm), 如 果 m= 二 
wln/logn), 则 


T(n) =Q (mlogm) olo[ 记 logi 2 )) 


ogn 


二 nn 一 一 
-ol a (logn — loglogn) ) 


=o(n a ee td 
logn 


8.10 证 设 第 4 小 的 数 为 :, 首 先 定义 决定 性 的 比较 与 非 决定 性 的 比较 . 决定 性 的 比 
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较 就 是 建立 了 xz 与 1 关系 的 比较 . 例如 : 
3 y(z 记 y 且 y 宇 四 ,之 满足 上 述 条 件 的 第 一 次 比较 
yl(z 二 y 且 y 牵 几 ,zz 满 足 上 述 条 件 的 第 一 次 比较 

当世 t,y<t 时 ,xz 之 y 的 比较 不 是 决定 性 的 . 为 找到 第 小 的 数 t ,必须 要 做 一 1 次 决定 性 
的 比较 . 

设 A 是 找 第 & 小 的 任意 算法 ,针对 算法 A 如 下 构造 输入 . 

1. 分 配 一 个 值 给 第 k 小 的 数 7. 

2. 如 果 A 比较 z 与 y, 且 x 与 y 没有 被 赋值 ,那么 赋值 xz,y 使 得 zx>*,y 到 L. 

3. 如 果 A 比较 z 与 y, 且 xt,y 没 被 赋值 , 则 赋值 y 使 得 > 去 上 

4. 如 果 A 比较 zx 与 y, 且 x<i,y 没 被 赋值 , 则 赋值 y 使 得 > 之 上. 

5. 令 c= 一 min{A 一 1,2 一 A} ,如 果 存 在 c 个 元 素 已 得 到 小 于 1 的 值 , 则 对 未 赋值 的 全 部 分 
配 大 于 4 的 值 . 

6. 如 果 存 在 c 个 元 素 已 得 到 大 于 + 的 值 , 则 对 未 赋值 的 全 部 分 配 小 于 1 的 值 . 

7. 如 果 剩 下 1 个 元 素 则 分 配 上 给 它 . 

这 样 赋值 的 输入 使 得 A 在 这 个 输入 下 所 进行 的 上 述 比 较 都 是 非 决 定性 的 . 这 样 的 比较 
至 省 有 c= 二 min{k 一 1,n 一 k} 个 . 因此 总 比较 次 数 至 少 为 

n—l++c=n—1+min(k—1,n—k}=n+mintk,n—k++1}—2 

8.11 证 考虑 8.8 题 的 唯一 性 问题 ,如 下 构造 本 题 的 最 小 生成 树 与 唯一 性 问题 的 
归 约 . 

算法 Unique 

输入 : S 一 (aaz sa,} 

输出 :“Yes” 或 “No” // 若 存在 a; 二 aj , 则 输出 "No”; 和 否则 为 “Yes” 

1. 把 所 有 的 w 变 成 平面 直角 坐标 系 的 点 (ai,0),i 二 1,2,…,n, 规 定 任意 两 点 之 间 
有 边 . 

2. 调用 求 最 小 生成 树 的 算法 计算 G 的 一 棵 最 小 生成 树 ,确定 树 中 的 最 短 边 的 长 度 . 

3. 如 果 e 二 0, 则 输出 “No”; 否 则 输出 “Yes”. 

算法 Unique 的 时 间 复 杂 度 为 O(n) 十 计算 最 小 生成 树 的 时 间 . 由 于 求解 唯一 性 问题 的 
算法 类 的 时 间 复 杂 度 下 界 是 (nlogn) ,因此 该 算法 的 时 间 复 杂 度 是 Q(nlogn). 从 而 证 明了 
计算 上 述 最 小 生成 树 的 时 间 复 杂 度 的 下 界 是 Q(nlogn). 
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1. 基本 概念 
判定 问题 与 组 合 优化 问题 
判定 问题 ”只 有 两 个 答案 “是 ”和 ”和 否 ”, 或 者 "Yes” 和 “No”, 可 表示 成 也 = 二 Dr ,yn 二， 
其 中 Dr 是 实例 集合 ,YrSDr 由 所 有 答案 为 “Yes” 的 实例 组 成 . 
组 合 优化 问题 I" 由 3 部 分 组 成 : 
(1) 实例 集 Dr . 
(2) 对 每 一 个 实例 TE Da ,有 一 个 有 穷 的 非 空 集合 S(T), S(T) 的 元 素 称 作 了 的 可 
解 . 
(3) 对 每 一 个 可 行 解 ;SE S(T) ,有 一 个 正 整 数 c(s) , 称 作 s 的 值 . 
当 "是 最 小 化 问题 (最 大 化 问题 ) 时 ,如 果 ;" € S(T) ,使 得 对 所 有 的 s;€ S(7D)， 
os sy Nols Ye) 
则 称 s* 是 了 的 最 优 解 ,c(s* ) 是 工 的 最 优 值 , 记 作 OPT(D). 
对 应 厂 " 的 判定 问题 也 = 二 Dr ,ynr 盖 定义 如 下 : Dr 一 {(CT,K)1TEDr ,KEZ') ,其 中 
2 是非 负 整 数 集合 . 当 开 "是 最 小 化 问题 时 ,Yrz={(GT,K)1OPT(CD 委 K);， 当 工 " 是 最 大 化 
问题 时 ,Yr={(1,K)|1OPT(DZK)}. 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 f(n) : 对 规模 为 的 任意 实例 ,算法 在 f(n) 步 内 停止 . 
多 项 式 时 间 算 法 ”以 多 项 式 为 时 间 复 杂 度 的 算法 . 
易 解 的 问题 有 多 项 式 时 间 算法 的 问题 . 
难 解 的 问题 不 存在 多 项 式 时 间 算 法 的 问题 . 
多 项 式 时 间 验 证 算法 
设 判定 问题 I 了 = 二 D,Y 这 ,如果 存 在 两 个 输入 变量 的 多 项 式 时 间 算 法 A 和 多 项 式 p, 对 每 
一 个 实例 IED,IEY 当 且 仅 当 存在 1,1i| 壹 p(111), 且 A 对 输入 TT 和 1 输出 “Yes”, 则 称 卫 是 多 
项 式 时 间 可 验证 的 ,A 是 区 的 多 项 式 时 间 验 证 算法 ,而 当 TEY 时 , 称 上 :是 ITEY 的 证 据 . 
了 类 ”所 有 多 项 式 时 间 可 解 的 判定 问题 组 成 的 问题 类 . 
NP 类 ”由 所 有 多 项 式 时 间 可 验证 的 判定 问题 组 成 的 问题 类 . 
多 项 式 时 间 变 换 
设 判定 问题 球 = 二 Di ,六 这 ,五 一 二 D;,Y,. 如 果 函 数 f: Di 一 D, 满足 条 件 : 


区 


蔓 法 设计 与 分 析 习 题解 签 与 学 习 指 时 (区 2 版 ) 


(1) 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 , 即 存 在 计算 f 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 

(2) 对 所 有 的 TE Di ,TEY, 信 f(D EY;， 
则 称 是 了 I 到 1 的 多 项 式 时 间 变 换 . 

如 果 存 在 I 到 I 的 多 项 式 时 间 变 换 , 则 称 全 可 多 项 式 时 间 变 换 到 有 下, 记 作 
Il<,l,. 

NP 完全 的 问题 

如 果 对 所 有 的 下 ENP, 克 过 , 开 , 则 称 卫 是 NP 难 的 . 如 果 工 是 NP 难 的 且 IENP, 则 称 
是 NP 完全 的 . 


2. 重要 结果 

定理 9.1 PSNP. 

定理 9.2 三 , 具有 传递 性 . 即 , 设 人 I 志 ,I; ,IL<,[;, 则 I<,I1;. 
定理 9.3 设 了 三 ,11;, 则 EP 蕴涵 IEP. 

推论 9.4 设 卫 二 ,I1; ,那么 ,车 I 是 难 解 的 , 则 I 也 是 难 解 的 . 
定理 9.5 ”如果 存在 NP 难 的 问题 IEP, 则 P=NP. 

推论 9.6 假设 P 了 NP, 那么 ,如 果 工 是 NP 难 的 , 则 了 人 &P. 

定理 9.7 如 果 存 在 NP 难 的 问题 了 使 得 I 二, 了, 则 工 是 NP 难 的 . 


推论 9.8 如 果 IENP 并 且 存 在 NP 完全 问题 下 使 得 歼 乏 , 开 , 则 歼 是 NP 完全 的 . 

下 述 问题 是 NP 完全 的 : 

SAT(Cook-Levin 定理 ) ,MAX-SAT,3-SAT, 顶 点 覆盖 , 团 , 独 立 集 ,有 向 哈密 顿 回 路 , 哈 
密 顿 回路 , 货 郎 问题 .恰好 覆盖 , 子 集 和 ,0-1 背包 . 双 机 调度 , 装 箱 . 

3. 常用 技巧 

证 明了 I 是 NP 完全 的 . 

(1) 证 明 HIE NP, 通 常 是 给 出 工 的 非 确 定型 多 项 式 时 间 算法 . 

(2) 找到 一 个 已 知 的 NP 完全 问题 了 ,并 证 明 区 过 ,区 . 

NP 完全 性 证 明 的 方法 

限制 法 ,局 部 替换 法 ,构件 设计 法 . 


9.2 习 题 


9.1 写 出 下 述 优化 问题 对 应 的 判定 问题 : 

(1) 最 长 回路 问题 : 任 给 无 向 图 G, 求 G 中 一 条 最 长 的 初级 ( 即 顶 点 不 重复 的 ) 回 路 . 

(2) 多 机 调度 问题 : 任 给 有 穷 的 作业 集 A 和 m 台 相 同 的 机 器 ,作业 a 的 处 理 时 间 为 正 
整数 +(a) ,每 一 项 作业 可 以 在 任 一 台 机 器 上 完成 . 如 何 把 作业 分 配给 机 器 才能 使 完成 所 有 
作业 的 时 间 最 短 ? 即 ,如 何 把 A 划分 成 m 个 不 相交 的 子 集 A, ,使 得 


max{ 2 (a) | i = 1,2,%,m)} 
a€EA; 


最 小 ? 
(3) 图 着 色 问题 , 任 给 无 向 图 G= 一 V.E> ,给 G 的 每 一 个 顶点 涂 一 种 颜色 ,要 求 任 一 
条 边 的 两 个 端点 的 颜色 都 不 相同 .如 何 用 最 少 的 颜色 给 G 的 顶点 着 色 ? 即 , 求 映射 J/: V 一 


NP 完全 性 


Zr 满足 条 件 VCu,uEE,FGo 天 Fu) ,上 且 使 |{FGo)1xzEV) 最 小 . 

9.2 给 出 下 述 判定 问题 的 简短 证 据 , 证 明 它 们 属于 NP. 

(1) 子 图 同 构 : 任 给 两 个 图 G 王 <V,E> 和 万 = 二 ,E 二 , 问 五 与 G 的 一 个 子 图 同 
构 吗 ? 即 ,存在 单 射 f: Vi 一 V 使 得 Vu,v€EVi,(u,vw)EE 坟 (ff(00),f(v))EE? 

(2) 度数 有 界 的 生成 树 : 任 给 一 个 连通 图 G 和 正 整 数 DD, 问 G 有 一 棵 顶点 度数 不 超过 
D 的 生成 树 吗 ? 

9.3 证明 在 9.1 题 中 给 出 的 判定 问题 属于 NP. 

9.4 设 判定 问题 了 = 二 D,Y>, 称 末 = 二 D,D 一 Y 二 为 左 的 补 问题 , 即 对 每 一 个 实例 
T,T 在 互 中 的 答案 为 “Yes” 当 且 仅 当 了 在 工 中 的 答案 为 “No”. 

试 给 出 HC 的 补 问题 HC, 又 问 : 你 能 给 出 HC 的 简短 证 据 , 并 证 明 HCE NP 吗 ? 为 
件 委 ?7 

9.5 给 出 下 述 问题 之 间 的 多 项 式 时 间 变 换 ， 

(1) 独立 集 到 团 . 

(2) VC 到 团 . 

(3) HC 到 子 图 同 构 . 

(4) 团 到 0-1 整数 规划 ,其 中 

0-1 整数 规划 : 给 定 m X nn 的 整数 矩阵 A ,n 维 整 数列 向 量 c ,m 维 整 数列 向 量 b 以 及 整 
数 咯 , 问 : 存在 n 维 0-1 列 向 量 x 使 得 

Mx<<b 有 人 站 

吗 ? 这 里 向 量 a 二 (三 )b 表示 a 的 每 一 个 分 量 三 (三 )b 的 每 一 个 分 量 . 

9.6 设 卫 志 ,J ,证 明 

(1) 若 胸 EP, 则 琴 EP. 

(2) 若 [1 € NP,; 则 I € NP. 

9.7 证 明 : 如 果 存 在 NP 难 的 问题 IEP, 则 P= 二 NP. (定理 9.5) 

9.8 证 明 : 假设 PNP, 那么 ,如 果 工 是 NP 难 的 , 则 了 工 FP. (推论 9.6) 

9.9 证 明 : 如 果 存 在 NP 难 的 问题 卫 使 得 I 二, 卫 , 则 卫 是 NP 难 的 . (定理 9.7) 

9.10 证 明 : 如 果 [IENP 并 且 存 在 NP 完全 问题 了 使 得 了 二 ,了 , 则 工 是 NP 完全 的 . 
(定理 9. 8) 

9.11 有 向 哈密 顿 通路 (有 向 HP): 给 定 有 向 图 DD, 经 过 DD 中 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 通 
路 称 作 哈密 顿 通路 . 问 : D 中 有 一 条 哈密 顿 通 路 吗 ? 

仿照 教材 定理 9. 16 证 明 中 3SAT 到 有 向 HC 的 多 项 式 时 间 变 换 构造 3SAT 到 有 向 HP 
的 多 项 式 时 间 变 换 . 

9.12 构造 有 向 HC 到 有 向 HP 的 多 项 式 时 间 变 换 . 

9.13 构造 有 向 HP 到 HP 的 多 项 式 时 间 变 换 . 哈密 顿 通路 (HP) 是 有 向 HP 的 无 向 图 
形式 . 

证 明 题 9. 14 一 9. 20 中 叙述 的 问题 是 NP 完全 的 . 

9.14 划分: 任 给 个 正 整数 a ,as,… ,a,, 问 : 能 把 这 个 数 分 成 和 相等 的 两 部 分 吗 ? 
即 , 存 在 子 集 TSI=={1,2,…,n) ,使 得 
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吗 ? 

9.15 子 图 同 构 . (定义 见 题 9. 2) 

9.16 度数 有 界 的 生成 树 . (定义 见 题 9. 2) 

9.17 最 长 通路 : 任 给 无 向 图 G 二 二 V ,E> 和 正 整 数 K 三 |V|, 问 : G 中 存在 边 数 不 少 
于 K 的 初级 ( 即 , 顶 点 不 重复 的 ) 通 路 吗 ? 

9.18 反馈 顶点 集 : 任 给 有 向 图 D 二 二 V,E 二 > 和 正 整 数 K 三 |V|, 问 : 存在 子 集 V' 导 
V 使 得 lV'| 二 K ,并且 D 中 的 每 一 条 回路 上 至 少 有 一 个 V 的 顶点 吗 ? 

9.19 支配 集 : 任 给 无 向 图 G 二 二 V ,E> 和 正 整 数 K 达 |V|, 问 : 存在 子 集 V'SV 使 得 
IV' IK, 并 且 V 一 V' 中 的 每 一 个 顶点 都 至 少 与 V' 中 的 一 个 顶点 相 邻 吗 ? 

9.20 可 着 三 色 : 任 给 一 个 图 G 王 一 V,E>> , 问 : G 是 可 着 三 色 的 吗 ? 即 , 存 在 函数 了 : 
V 一 {1,2,3) 使 得 YV(u,v)EE 且 w 关 v, 有 f(w) 关 f(v) 吗 ? 


9.3 习题 解答 与 分 析 


9.1 解 (1) 最 长 回路 : 任 给 无 向 图 G== 二 V ,E> 和 正 整 数 L 志 IV|, 问 : G 中 有 长 度 
不 小 于 工 的 初级 ( 即 顶 点 不 重复 的 ) 回 路 吗 ? 
(2) 多 机 调度 : 任 给 有 穷 的 作业 集 A ,mm 台 相 同 的 机 器 和 正 整数 也 ,作业 wa 的 处 理 时 间 
为 正 整数 1(a) ,每 一 项 作业 可 以 在 任 一 台 机 器 上 完成 . 问 : 能 把 作业 分 配给 机 器 使 完成 所 
有 作业 的 时 间 不 超过 D 吗 ? 即 , 能 把 A 划分 成 m 个 不 相交 的 子 集 A;(i 二 1,2,…,m) ,使 得 
max{ D0) |i=1,2,,m}<D 
aEAi 


吗 ? 

(3) 图 着 色 : 任 给 无 向 图 G==<V,E 这 和 正 整 数 玉 , 问 : 能 用 不 超过 kK 种 颜色 给 G 的 
每 一 个 顶点 涂 一 种 颜色 ,要 求 任 一 条 边 的 两 个 端点 的 颜色 都 不 相同 吗 ? 即 , 存 在 映射 了: 
V 一 Z1+ 满足 条 件 YV(u,v)EE,f0DAf(v), 且 |{f()1uEV}|<K 3S? 

9.2 解 (1) 简短 证 据 是 单 射 f: Vi 一 V. 

子 图 同 构 的 非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 : 猜想 一 个 单 射 f; V1 一 V ,检查 是 否 Yu,v€V， 
(wv) EB>(f(W),f(v))EE. 若是 , 则 回答 “yes”, 否 则 回答 “no”. 

(2) 简短 证 据 是 G 的 n 一 1 条 边 ,其 中 是 G 的 顶点 数 . 

度数 有 界 的 生成 树 的 非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 : 猜想 "一 1 条 边 E ,检查 El 是 否 构 成 
G 的 连通 子 图 且 每 一 个 顶点 与 已 , 中 关联 的 边 数 是 否 都 大 于 等 于 1 且 小 于 等 于 D. 若是 , 则 
回答 “yes”, 和 否则 回答 “no”. 

9.3 证 〈1) 最 长 回路 的 非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 : 猜想 G 的 一 条 初级 回路 C , 若 
C 的 长 度 大 于 等 于 工 , 则 回答 “yes”, 和 否则 回答 “no”. 

(2) 多 机 调度 的 非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 : 猜想 一 个 作业 的 分 配方 案 , 计 算 分 配给 每 
一 台 机 器 的 处 理 时 间 的 和 ,车 m 台 机 器 的 处 理 时 间 都 不 超过 DD, 则 回答 “yes”, 否 则 回答 
“no". 即 ,猜想 A 的 一 个 划分 Ai ,As ,As, 若 max{f D710) | i 一 1.2,…sm} 过 DD, 则 回 


a€EA, 


答 “yes”, 和 否则 回答 “no”. 

(3) 图 着 色 的 非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 : 猜想 用 不 超过 K 种 颜色 给 G 的 每 一 个 顶点 涂 
一 种 颜色 ,检查 每 一 条 边 的 两 个 端点 的 颜色 是 否 都 不 相同 . 若是 , 则 回答 “ i 
“no”. 即 ,猜想 一 个 单 射 f: V 一 {1,2,… ,KK}) ,车 满足 条 件 V(u,v)EE,f(w) 隆 f(v), 则 回答 
“yes” ,否则 回答 “no”. 

9.4 解 HC 的 补 问题 HC: 任 给 无 向 图 G= 二 V,E>>, 问 : G 中 不 存在 哈密 顿 回 
路 吗 ? 

不 能 给 出 它 的 简短 证 据 , 也 不 能 证 明 它 属于 NP. 要 证 明 G 不 是 哈密 顿 图 ,就 要 检查 
G 的 nn 个 顶点 的 每 一 种 可 能 的 排列 是 否 是 一 条 哈密 顿 回路 . 若 都 不 是 , 则 G 不 是 哈密 顿 图 ， 
回答 “yes”. 现在 还 不 知道 在 本 质 上 更 短 的 “证 据 *。 固定 第 一 个 顶点 且 在 2 个 相反 的 排列 中 
只 取 一 个 ,共有 (n 一 1)1/2 个 排列 . 列举 所 有 这 些 排 列 的 字符 串 的 长 度 是 的 指数 函数 . 

9.5 解 (1) 独立 集 到 团 的 多 项 式 时 间 变 换 f. 对 独立 集 每 一 个 的 实例 1: 无 向 图 
G 二 过 V,E 宝 和 非 负 整数 J 二 |V|, 团 对 应 的 实例 f(T): 无 向 图 G 王 <V,E>> 和 汪 , 其 中 下 一 
{(usv) lu ,vEV, uvB u,v) ¢ E). 

显然 ,f 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 . 设 V'CV,V' 是 G 的 独立 集合 V' 是 G 的 团 ， 从而， 
G 有 顶点 数 不 少 于 J 的 独立 集 人 SG 有 项 点数 不 少 于 J 的 团 , 即 了 是 是 实例 今 f(D) 是 是 实例 . 
故 f 是 独立 集 到 团 的 多 项 式 时 间 变 换 . 

(2) VC 到 团 的 多 项 式 时间 变 换 f. 对 VC 的 每 一 个 实例 T: 无 向 图 G= 过 V ,E> 和 非 负 
整数 KK 志 |V|, 团 对 应 的 实例 f(D): 无 向 图 G 王 <V,E>> 和 JJ 一 |V| 一 

(3) HC 到 子 图 同 构 的 多 项 式 时 间 变 换 f. 对 HC 的 每 一 个 实例 T: 无 向 图 G 王 <V， 
ee f(D: 无 向 图 G=<V,E> 和 盛 =<<V,E > ,其 中 文王 V, 忆 

一 个 经 过 V 的 所 有 顶点 的 圈 上 的 边 . 即 , 设 一 {w yu ,ww}, 取 

E = {vn) | 三 1 2 一 由 UTC 0)} 

(4) 团 到 0-1 整数 规划 的 多 项 式 时 间 变 换 f. 对 团 的 每 一 个 实例 I: 无 向 图 G=<<V， 

E 二 和 非 负 整 数 J 过 |V|, 其 中 V= {wi ,veo，…,v,) ,0-1 整数 规划 对 应 的 实例 f(D : 
Dz 过 JJ 
IF 二 人 (Vio;) FE E,izj 
本 i 一 1 .2，… 
显然 , 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 . 设 VSV 是 G 的 一 个 团 且 |V' | 三 J 令 
%» 车 v EV 


”lo， 否则 


则 当 (wi,v) FE 时 ,zi 十 zj 三 1， :ps 二 |V' | 宇 本 反之 , 取 V = {vi|z; 一 1), 则 Vv， 


久 EV wi 十 三 一 2 从 而 (visw) EE 又 |V | 了 zx; 之], 即 VCV 是 G 的 一 个 顶点 
数 不 少 于 了 的 团 . 

9.6 证 (1) 设 /是 I 到 不 的 多 项 式 时 间 变 换 ,A 是 全 的 多 项 式 时 间 算法 , 广 和 
A 的 时 间 复杂 度 上 界 分 别 为 多 项 式 p 和 g. 且 不 妨 设 ! 是 单调 递增 的 . 构造 IL 的 算法 卫 如 
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下 : 对 苑 的 每 一 个 实例 工 ,首先 计算 f(D) ,然后 对 FCD 应 用 算法 A. B 对 了 回答 “yes” 今 A 
对 FT) 回答“yes”. 

显然 ,B 的 回答 总 是 正确 的 . f( 了 ) 的 计算 时 间 是 如 CI),A 对 CD 的 运行 时 间 是 
gq(|f(D1),B 的 总 运行 时 间 是 如 |1Tl) 二 e(CFGD1). 注意 到 | 了 (D1kp(1T|),k 是 一 个 常 
数 ,因而 p(T ) 十 gq(1 了 (DI) 二 p(T) 十 gC(kp(111)), 这 是 |T| 的 多 项 式 , 故 B 是 多 项 式 时 
间 的 . 

(2) 设 f 是 I 工 到 了 工 的 多 项 式 时 间 变 换 ,A 是 氏 的 多 项 式 时 间 验 证 算法 ,f 和 A 的 时 
间 复 杂 度 上 界 分 别 为 多 项 式 p 和 g, 且 不 妨 设 g 是 单调 递增 的 . 构造 也 的 验证 算法 B 如下: 
对 了 的 每 一 个 实例 工 ,首先 计算 f(D ,然后 对 f(D) 和 “猜想 ”应 用 A,B 对 IT 和 1 回答 “yes” 
含 A 对 了 (和 + 回答 “yes”. 

因为 I E NP,f( 了 是 是 实例 今 存 在 t,t 三 r(|f(D1), 使 得 A 对 f(D 和 1 回答 “yes”， 
其 中 7 是 一 个 多 项 式 ,不妨 设 /是 单调 增加 的 . 于 是 ,I 是 是 实例 今 A(D) 是 是 实例 车 存 在 7， 
lt 过 r(| f(D 1), 使 得 A 对 了 (了 和 4 回答 “yes” 马 存在 ,11 三 r(|f(TD)1), 使 得 B 对 I 和 
回答 “yes”. 而 |fCDIkp(IT), 故 xr(|f(D1) 三 rCkp(1T|)), 后 者 是 |T| 的 多 项 式 . 又 类 
似 (1) 可 证 B 是 多 项 式 时 间 的 ,从 而 得 证 不 ENP. 

9.7 证 VIYENP, 因 为 是 NP 难 的 ,有 二 ,I . 而 IEP, 由 定理 9.3, 有 JIEP. 
得 证 P=NP. 

9.8 证 假设 不 然 ,存在 NP 难 的 荆 ,使 得 了 EP, 由 定理 9.5, 有 P=NP. 与 假设 P 冯 
NP 矛盾 . 

9.9 证 VIYENP, 因 为 I 是 NP 难 的 ,有 并 志 ,I'. 由 三 , 的 传递 性 (定理 9.2), 有 
了 过, I . 得 证 工 是 NP 难 的 . 

9.10 证 因为 存在 NP 完全 问题 了 使 得 下 乏 , 开 ,而 NP 完全 问题 也 是 NP 难 的 ,由 
定理 9.7, 芝 是 NP 难 的 . 又 已 知 IENP, 故 荆 是 NP 完全 的 . 

9.11 解 只 需 删 去 教材 中 图 9.3 中 的 边 一 w ,so 二. 

9.12 解 任 绘 有 向 图 D=<V,E>> ,不 妨 设 G 中 没有 环 ; 否 则 删 去 所 有 的 环 , 这 不 影 
响 图 是 否 是 哈密 顿 图 . 任 取 一 个 顶点 x, 把 x 替换 成 2 个 新 顶点 和 ,把 以 x 为 终点 的 每 一 
条 边 二 v,x 二 替换 成 二 v,t 全 ,以 2 为 起 点 的 每 一 条 边 二 wx ,uv 二 替换 成 二 sy,u 二 . 记 所 得 到 的 
图 为 D'=<V'.E'>. 即 

V=(V—{u) Ut{st st 人 TV 
E’=(E—{<vu, <uv Iv EV)U {<vt>|lvA#u, <ou>EE)U 
{=s,v>|vFu, Suv >EE) 

显然 ,D' 是 多 项 式 时 间 可 构造 的 且 了 “中 任何 哈密 顿 通路 (如 果 有 ) 都 是 以 为 始点 、 以 
1 为 终点 . 又 不 难看 出 ,D 有 哈密 顿 回 路 会 D 有 从 * 到 1 的 哈密 顿 通路 ,因此 这 是 有 向 HC 到 
有 向 HP 的 多 项 式 时 间 变 换 . 

9.13 解 采用 教材 定理 9.17 证 明 中 多 项 式 时 间 变 换 . 任 给 有 向 图 D= 王 二 V,E>> ,把 
DD 的 每 一 个 顶点 v 替换 成 3 个 顶点 vv 和 wv, 用 边 连接 六 和 vv 和 wr"*. DD 中 的 每 
一 条 有 向 边 二 x,v 二 在 G 中 替换 成 (u,v”*). 即 

Vi= {vv |vEV)} 
E = {u,v) |<uv EE}U (Coma), (om |v EV)} 


显然 ,G 可 以 在 多 项 式 时 间 内 完成 构造 . 要 证 D 有 哈密 顿 通路 会 G 有 哈密 顿 通路 . 根 
据 DD 中 的 哈密 顿 通路 很 容易 构造 出 G 中 的 哈密 顿 通路 ;反之 , 设 己 是 G 中 的 一 条 哈密 顿 通 
路 . 由 于 Gv* ,vm*) 和 (vm ,wv ) 是 G 中 与 vw 关联 的 仅 有 的 两 条 边 , 故 所 有 这 样 的 边 都 在 
P 上 .又 注意 到 对 不 同 的 ww 和 vw, 只 有 wu”™ 与 w,w” 与 v™ 之 间 可 能 有 边 , 故 PP 一 定 是 按照 
wu” vanid za 的 顺序 乡 号 个 顶点 或 者 按照 w* ,wu™™ ,uw 的 顺序 经 过 每 一 个 顶点 ,P 的 两 个 
端点 一 定 是 一 个 s™“ 和 一 个 启 , 其 中 s 取 1. 于 是 ,容易 根据 构造 出 D 中 从 s 到 1 的 哈密 顿 
通路 . 

9.14 证 不 难 证 明 划 分 ENP. 要 证 子 集 和 二, 划分 . 可 以 把 划分 看 作 双 机 调度 的 
特殊 情况 -一 取 D=| 寺 DD 上 检查 教材 定理 9. 18 证 明 中 子 集 和 到 双 机 调度 的 多 项 式 


时 间 变 换 , 对 每 一 个 子 集 和 的 实例 ,对 应 的 双 机 调度 实例 中 的 截止 时 间 D 都 恰好 等 于 所 
有 作业 的 加 工时 间 之 和 的 二 分 之 一 ,因此 这 个 变换 实际 上 也 是 子 集 和 到 划分 的 多 项 式 时 
间 变 换 . 

9.15 证 子 图 同 构 的 非 确 定型 多 项 式 时 间 算 法 如 下 : 对 任 给 的 两 个 图 G= 二 V ,E> 
和 互 王 二 和 , 忆 二 ,猜想 一 个 单 射 f: Vi 一 V, 检 查 了 是否 是 甩 到 了 ( 昌 ) 的 导出 子 图 的 同 构 
映射 , 即 是 否 Yu,v€EVi,(w,v) EE 过 (f(wu),f(v))EE. 若是 则 回答 “yes”, 和 否则 回答 “no”. 
故 子 图 同 构 ENP. 

上 面 题 9.5(3) 已 经 给 出 HC 到 子 图 同 构 的 多 项 式 时 间 变 换 ,得 证 子 图 同 构 是 NP 完 

全 的 . 
9.16 证 题 9.2(2) 已 经 给 出 度数 有 界 的 生成 树 的 非 确 定型 多 项 式 时 间 算法 , 故 属于 
NP. HP 是 度数 有 界 的 生成 树 的 子 问题 一 一 限制 度数 的 界限 D=2. HP 到 度数 有 界 的 生成 
树 的 多 项 式 时 间 变 换 如 下 : 任 给 无 向 图 G= 一 V, 正 >, 对 应 的 度数 有 界 的 生成 树 实例 由 图 
G 王 二 V,E 之 和 度数 界限 D=2 组 成 . 
9.17 证 显然 最 长 通路 ENP. HP 是 最 长 通路 的 子 问题 一 一 限制 初级 通路 的 长 度 不 
小 于 ==n 一 1, 其 中 是 顶点 数 . HP 到 最 长 通路 的 多 项 式 时 间 变 换 如 下 : 任 给 无 向 图 G= 
<V,E> ,对 应 的 最 长 通路 实例 由 图 G 王 一 V, 正 > 和 初级 通路 的 边 数 下 界 K= 二 |V| 一 1 
组 成 . 

9.18 证 称 满足 题 中 条 件 的 子 集 了 是 了 的 反馈 顶点 集 . 显然 ,V' 是 D 的 反馈 顶点 
集 仿 在 V 一 V 的 导出 子 图 中 没有 回路 . 反馈 顶点 集 的 验证 算法 如 下 : 猜想 一 个 顶点 数 不 超 
过 的 子 集 V'SV, 删 去 V 中 的 顶点 及 其 关联 的 边 , 检 查 在 剩余 的 图 中 是 否 有 回路 . 若 没 
有 回路 , 则 输出 “yes”; 否则 输出 “no”. 可 以 在 多 项 式 时 间 内 判断 一 个 有 向 图 是 否 有 回路 , 故 
上 述 验 证 算法 是 多 项 式 时 间 的 . 得 证 反馈 项 点 集 ENP. 

要 证 VC 二, 反馈 顶点 集 . 任 给 无 向 图 G 二 <V ,E> 和 K 志 |V|, 对 应 的 反馈 顶点 集 实例 
el 中 由 有 向 图 = 二 V' ,A 这 和 正 整 数 K 构成 ,其 中 了 一 
ss VUE, A 二 》)A.. 4. 构造 如 下 : 将 V 中 的 顶点 任意 

EE 


地 排列 编号 为 vw ,v,,…,v,. 对 每 一 条 边 e 二 (wv; ,vj)， 
i<j,A.= {<visv > ee >, <eyv>}. 显然 ， 
DD 是 多 项 式 时 间 可 构造 的 . 图 9. 1 给 出 了 一 个 简单 的 


图 9.1 一 个 变换 实例 
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例子 . 

在 DD 中 ,对 每 一 个 eEE, 由 A。 的 3 条 边 构成 的 三 角形 是 唯一 经 过 e 的 初级 回路 . 而且 
任何 回路 都 是 由 若干 个 这 样 的 三 角形 组 成 的 . D 中 不 存在 只 经 过 V 中 顶点 的 回路 . 

设 V" CV 是 G 的 一 个 顶点 覆盖 ,对 DD 中 的 一 条 回路 , 设 它 经 过 ce 二 (u,v), 从 而 也 经 过 
wu 和 vw. 而 V' 是 G 的 顶点 覆盖 , 必 有 wuEV 或 wEV” , 故 这 条 回路 至 少 经 过 V* 中 的 一 个 顶 
点 . 得 证 六 是 DD 的 反馈 顶点 集 . 

反之 , 设 V" EV' 是 DD 的 反馈 顶点 集 . 如 果 V* 门 E 关 人 @, 设 e 一 (u,v)EV'*. 令 Vi= 
(V' 一 {eD)U (ww ,D 中 所 有 经 过 e 的 回路 都 经 过 4, 从 而 Vi 也 是 D 的 反馈 顶点 集 且 比 
人 少 一 个 已 中 的 顶点 . 重复 这 个 做 法 ,可 以 得 到 也 的 一 个 不 含 已 中 顶点 的 反馈 顶点 集 .， 于 
是 ,可 以 设 V" 和 CV. 对 每 一 条 边 e 二 (u,v)EE, 在 D 中 由 A. 的 3 条 边 构成 的 回路 上 至 少 有 
V' 中 的 一 个 顶点 , 即 w€EV' 或 vEV" ,从 而 在 G 中 V' 覆盖 边 e. 得 证 V' 也 是 G 的 顶点 覆盖 . 

9.19 证 显然 ,支配 集 E NP. 称 满足 题 中 条 件 的 子 集 V 是 G 的 一 个 支配 集 . 要 证 
VC 过， 支配 集 . 任 给 VC 的 一 个 实例 , 它 由 无 向 图 G== 二 V,E 和 非 负 整数 K 达 IV | 组成， 
对 应 的 支配 集 实例 由 G' 二 二 V ,已 过 和 正 整 数 K 构成 ,其 中 G' 由 两 部 分 构成 : 一 部 分 是 以 
V 为 顶点 集 的 完全 图 ; 另 一 部 分 与 G 的 边 相 关 , 对 每 一 条 边 e 二 (u,v), 有 一 个 以 uv 和 e 为 
顶点 的 三 角形 . 即 V'=VUE， 

E’={(uv) [uv EV uv UV {ue), (ve) |e= (u,v) € E} 
显然 ,G' 可 以 在 多 项 式 时 间 内 构成 . 

设 V' SV 是 G 的 一 个 顶点 覆盖 ,显然 V' 是 G' 的 一 个 支配 集 . 反之 , 设 V' EV 是 
G 的 一 个 支配 集 . 如 果 V' 门 E 隐 @, 设 e=(u,v)EV'. 令 Vi==(V' 一 {e})U{u) ,注意 ,在 
G' 中 ,V 中 的 任意 两 个 顶点 都 相 邻 ,而 已 中 的 任意 两 个 顶点 都 不 相 邻 , 故 Vi 仍 是 G' 的 支配 
集 , 但 它 少 了 一 个 已 中 的 顶点 . 如 此 重复 ,可 以 得 到 G' 的 一 个 不 含 已 中 顶点 的 支配 集 , 仍 把 
它 记 作 V' , 即 V' CV. 显然 ,对 每 一 条 边 e==(u,v)EE, 有 wuEV' 或 v€EV' ,从 而 V' 是 
G 的 一 个 顶点 覆盖 . 

9.20 证 显然 ,可 着 三 色 ENP. 要 证 3SAT 近 ,可 着 三 色 . 任 给 一 个 三 元 合 取 范 式 
FF=C1 和 Cs 人 …AC, 它 有 nn 个 变 元 x ,zs，…,zx, 和 m 个 简单 析 取 式 Cj;= 二 zn V zjz V zs, 其 
中 zz 等 于 某 个 zx; 或 zi,j 二 1,2,…,m,t 二 1,2,3. 要 构造 一 个 图 G 二 (V,E), 使 得 下 是 可 满 

的 当 且 仅 当 G 是 可 着 三 色 的 . 

G 有 一 个 三 角形 ,由 3 个 顶点 vo ,vi ,vs 和 连接 它们 的 边 组 成 ,这 3 个 顶点 必须 着 3 种 颜 
色 ,不 妨 设 分 别 着 颜色 0,1,2. 对 每 一 个 顶点 x;,G 有 2 个 顶点 x; 和 Zz;, 它 们 之 间 有 一 条 边 
并 且 都 与 ww 相连 ,如 图 9. 2 所 示 . 把 G 的 这 个 子 图 记 作 G。 每 一 对 顶点 x; 和 工 ; 只 能 是 一 
个 着 颜色 1、 另 一 个 着 颜色 0, 这 恰好 对 应 变 元 zx; 的 取 值 . 顶点 x; 着 颜色 1 对 应 变 元 zx; 取 
值 1, 顶 点 zi 着 颜色 0 对 应 变 元 x; 取 值 0. 因此 ,G 的 一 个 3- 着 色 恰 好 对 应 对 变 元 zi ， 


…,zw 的 一 个 赋值 . 
为 了 将 着 色 与 下 的 可 满足 性 联系 起 来 ,再 对 每 一 个 简单 析 取 式 C; 一 zi V zjs V xis 构 造 
如 图 9. 3 所 示 的 子 图 G;. 在 这 里 ,车 zj 二 zi; 则 顶点 zj 二 zi; 若 习 一, 则 顶点 区 一 工 ;可 


以 看 出 ,能 够 把 Go 的 3- 着 色 扩 大 到 G; 上 的 3- 着 色 当 上 且 仅 当 zj ,zz ,zs 中 至 少 有 一 个 着 颜 


NP 完全 性 


色 1, 亦 即 对 变 元 wz ,sz 对 应 Go 的 3- 着 色 的 赋值 满足 C;. 
图 G 由 Go 和 GG;，,…,G。 组 成 . 根据 上 面 的 所 述 ,可 以 证 明 下 是 可 满足 的 当 且 仅 当 | 


G 是 可 着 三 色 的 . 又 ,由 下 构造 G 显然 是 可 以 在 多 项 式 时 间 内 完成 的 . 因此 ,得 证 3SAT 可 
多 项 式 时 间 变 换 到 可 着 三 色 . 


总 丈 


图 9.2 子 图 G, 的 结构 图 9.3 子 图 Gi 的 结构 


= 章 
10 近似 算法 


1. 基本 概念 

近似 算法 

如 果 对 组 合 优化 问题 五 的 每 一 个 实例 工 ,多 项 式 时 间 算法 A 输出 工 的 一 个 可 行 解 c, 则 
称 A 是 荆 的 近似 算法 . 记 A(D=c(c) ,其 中 c(c) 是 cc 的 值 . 如 果 A 总 是 输出 了 的 最 优 解 ， 
则 称 A 是 二 的 最 优化 算法 . 

近似 比 

当 荆 是 最 小 化 问题 时 , 记 


_ _ AD 
mT HPT 
当 [I 是 最 大 化 问题 时 , 记 
.TD 
me A 


如 果 对 工 的 每 一 个 实例 I,ra(D 二 7, 则 称 近似 算法 A 的 近似 比 为 ~, 又 称 A 是 r- 近 似 
算法 . 当 7r 是 一 个 常数 时 , 称 A 具有 常数 比 . 

紧 实例 ”使 算法 产生 的 解 值 与 最 优 值 之 比 等 于 或 可 以 任意 接近 近似 比 的 实例 . 

NP 难 的 组 合 优化 问题 按 可 近似 性 的 分 类 : 

(1) 完全 可 近似 的 : 对 任意 小 的 e 二 0, 存 在 (1 十 e)- 近 似 算法 . 

(2) 可 近似 的 : 存在 具有 常数 比 的 近似 算法 . 

(3) 不 可 近似 的 : 不 存在 具有 常数 比 的 近似 算法 ,除非 P=NP. 

多 项 式 时 间 近 似 方 案 以 s>0 和 问题 的 实例 工作 为 输入 , 且 对 每 一 个 固定 的 s>0 是 
(1 十 se) -近似 算 法 . 

完全 多 项 式 时 间 近 似 方 案 以 s 二 0 和 问题 的 实例 工作 为 输入 ,以 某 个 二 元 多 项 式 
力 (|T| ,1/e) 为 时 间 复 杂 度 上 界 , 且 对 每 一 个 固定 的 es 盖 0, 近 似 比 为 1 十 e 的 近似 算法 . 

2. 典型 的 近似 算法 

最 小 顶点 覆盖 问题 的 算法 MVC. 

多 机 调度 的 贪心 法 (G-MPS) , 递 降 贪心 法 (DG-MPS). 

货 郎 问题 的 最 邻近 法 (NN) ,最 小 生成 树 法 (MST) ,最 小 权 匹 配 法 (MM). 

背包 问题 的 贪心 算法 (G-KK), 多 项 式 近 似 方 案 (PTAS), 完 全 多 项 式 近 似 方 案 
(FPTAS). 


10.2 习 题 


10.1 教材 10. 1 节 最 小 顶点 覆盖 问题 的 近似 算法 MVC 任 取 一 条 边 , 把 这 条 边 的 两 个 
端点 加 入 顶点 覆盖 集 ,现在 改 为 只 把 这 条 边 的 一 个 端点 加 入 项 点 覆盖 集 , 其 余 不 变 . 试 分 析 
这 个 修改 后 的 算法 的 近似 性 能 . 


10.2 给 出 “对 货 郎 问题 所 有 满足 三 角 不 等 式 的 实例 I, MM(7) 二 立 OPT(D”( 定 


理 10.5) 的 紧 实 例 . 

10.3 装 箱 问题 (优化 形式 ) : 任 给 双 件 物品 ,物品 7 的 重量 为 wwj ,1 所) 过 2 限制 每 只 
箱子 装 和 人 物品 的 总 重量 不 超过 B, 这 里 w; 和 B 都 是 正 整 数 , 且 wj 三 B,1 志 j 三 n. 要 求 用 最 
少 的 箱子 装 入 所 有 的 物品 ,怎么 装 法 ? 

考虑 下 述 简单 的 装 法 . 

首次 适合 算法 (FF) : 按照 输入 顺序 装 物品 ,对 每 一 件 物品 ,依次 检查 每 一 只 箱子 ,只 要 
能 装 得 下 就 把 它 装 人 . 只 有 在 所 有 已 经 打开 的 箱子 都 装 不 下 这 件 物品 时 , 才 新 打开 一 只 
箱子 . 

证 明 : 对 装 箱 问 题 的 所 有 实例 I 

FF(1) < 20PT(D) 


10.4 证明. 装 箱 问题 不 存在 近似 比 r 二 3 的 多 项 式 时 间 近 似 算法 ,除非 P= NP. 


10.5 设 无 向 图 G=<V,E>,ViUV,=V,Vi 几 Vi=@, 称 (Vi ,Vi)={ (usv)| (uv) 
EE, 且 wu€EVi,vEV,}) 是 G 的 割 集 . (Vi,V,) 中 的 边 称 作 割 边 ,不 在 (Vi,V;) 中 的 边 称 作 非 
割 边 . 

最 大 制 集 问题 : 任 给 无 向 图 G= 二 二 V ,E>, 求 G 的 边 数 最 多 的 割 集 . 

考虑 下 述 最 大 市 集 问题 的 局 部 改进 算法 . 

算法 MCUT: 令 VV 二 V,V, 二 .如果 存在 顶点 ,在 w 关 联 的 边 中 非 制 边 多 于 制 边 ， 
如 果 wu€EW, 则 把 移 到 V, 中 ; 如 果 wEV;, 则 把 4 移 到 Vi 中 . 直到 不 存在 这 样 的 顶点 为 
止 , 取 此 时 得 到 的 (Vi ,V: ) 作 为 解 . 

证 明 : 对 求 最 大 割 集 问题 的 每 一 个 实例 T 

OPT(D < 2MCUT(D 

10.6 双 机 调度 问题 (优化 形式 ): 有 2 台 相 同 的 机 器 入 项 作业 J 卫 ,J ,… ,J ,每 一 项 
作业 可 以 在 任 一 台 机 器 上 处 理 , 没 有 顺序 的 限制 ,作业 J; 的 处 理 时 间 为 正 整 数 1;,1<i<n. 
要 求 把 项 作业 分 配给 这 2 台 机 器 使 得 完成 时 间 最 短 , 即 把 {1,2,…,n}) 划 分 成 和 了， 
使 得 

max{ 2 4 274} 
iED i€l, 
最 小 . 
令 D=| 诗 241BO= {i141= Di <D,SE (12))},0<i<n. BC 包括 所 


2 各 JES 


有 前 i 项 作业 中 任意 项 (可 以 是 0 项 ) 作 业 的 处 理 时 间 之 和 ,只 要 这 个 和 不 超过 所 有 作业 处 
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理 时 间 之 和 的 二 分 之 一 . 
试 给 出 关于 B() 的 递 推 公式 ,并 利用 这 个 递 推 公式 设 计 双 机 调度 问题 的 伪 多 项 式 时 间 
算法 ,进而 设计 这 个 问题 的 完全 多 项 式 时 间 近 似 方案 . 


10.3 习题 解答 与 分 析 


10.1 解 设 顶 点 数 为 n, 显 然 ,A(D) 和 <n 一 1,OPT(D 宇 1,r<<n 一 1. 
给 定 紧 实 例 ; G=<<V,E 宇 ,V={1,2,…,n},E={GD11<i<n 一 1}， 
如 图 10. 1 所 示 . 
算法 依次 选择 1,2,…,n 一 1. A(T)=n 一 1. 显然 ,OPT(1D)= "I 
1, 得 


A(D 
OPT(D 


10.2 解 ” 紧 实例 及 MM 算法 的 应 用 如 图 10.2 所 示 . 


=n—1 图 


27 个 顶点 ，/ 为 偶数 , 画 出 的 边 的 长 度 都 
为 1, 其 余 边 的 长 度 为 端点 之 间 的 距离 


| | 
A 
问 下 | wm 
0 0 o [e3 
Sm 7 二 

册 | “虚线 是 最 小 生成 树 中 奇 度 顶 点 之 间 的 最 
dl .小 区 本 
人 
1 3 +s “| 2n-3 [2-1 沿 若 数字 的 顺序 得 到 一 条 欧 拉 回路 

上 上 | 

次 6 2n-2 


ml 
TY | 从 左上 方 的 顶点 开始 ， 沿 着 欧 拉 回 路 走 
| 外 完 所 有 的 顶点 后 直接 回 到 出 发 点 


10.2 MM 算法 的 一 个 紧 实 例 


MM(D 3 1 
OPT(D 2 nn 


10.3 证 当 FF(T)==1 时 ,显然 FF(T) 二 OPT(D. 下 面 设 FF(D>1. 记 W = 
交心. 因为 任何 两 只 箱子 的 重量 之 和 大 于 B, 因 此 , 当 FF(D) 为 偶数 时 , 妈 > 号 FFCD; 当 


MM(D = 3n—2, OPT(1) = 2n, 


多 
FF(7) 为 奇数 时 , 设 最 重 的 箱子 的 重量 为 B, , 则 有 W>(FF(D -D+B,>SFF(D. 故 总 
有 W 二 FFF(D., 即 FF(D< 御 . 又 显然 OPT(D>B ,得 证 FF(1) 二 2OPT(7D. 


10.4 证 假设 A 是 装 箱 问题 的 多 项 式 时 间 近 似 算法 ,其 近似 比 r<< 立 ， 要 证 双 机 调 
度 EP, 从 而 推出 P 二 NP. 


近似 算法 


任 给 双 机 调度 的 实例 I: 个 作业 的 加 工时 间 刀 ,ts,…,t, ,截止 时 间 D. 构造 对 应 的 装 , 
箱 问题 的 实例 卫 : n 件 物品 的 重量 4 ,ts,… ,4 ,箱子 的 最 大 重量 DD, 显然, 是 是 实例 人 OPT(T) | 
于 

TU ?AI X23. 由 于 A(CT) 是 整数 , 必 有 A(T) 三 2. 当 


OPT(CI > 时 ,A(T) 宇 OPT(T) 放 2. 因此 ,I 是 是 实例 合 A(T) 志 2. 

根据 上 述 性 质 ,如 下 构造 双 机 调度 的 算法 B: 对 任 给 的 双 机 调度 实例 I,n 个 作业 的 加 
工时 间 刀 ,ts，…,t, 和 截止 时 间 为 D ,首先 构 造 对 应 的 装 箱 问 题 的 实例 了:n 件 物品 的 重量 
it, 和 箱子 的 最 大 重量 也 ,然后 对 了 应 用 算法 A. 车 A(T) 三 2, 则 BB 输出 *yes”; 否 
则 B 输 出 “no”. 由 于 A 是 多 项 式 时 间 的 ,所 以 B 也 是 多 项 式 时 间 的 . 

10.5 证 根据 算法 ,每 一 个 顶点 关联 的 割 边 数 大 于 等 于 关联 的 非 割 边 数 . 对 所 有 的 顶 


点 求 和 ,每 条 边 出 现 2 次 , 故 所 有 的 割 边 数 大 于 等 于 所 有 非 割 边 数 .从 而 MCUT(D > 六 | 五 |， 


又 显然 ,OPT(D 志 |E|. 得 证 OPT(D<2MCUT(D. 
说 明 : 最 小 割 集 问题 是 多 项 式 时 间 可 解 的 , 见 7.1 节 , 而 最 大 割 集 问题 是 NP 难 的 . 
10.6 解 递 推 公式 
B(0) = {0} 
B()=BG—D)U{|ti—i€E BGi— Dti<i<D} i=1,2,%n 


OPTCD = Di — maxB(n) 


i=1 

算法 DP 
输入 : n 个 作业 的 处 理 时 间 4 ,ts ，…,t， 
1. 令 p=|32.] B(0)=0 
2. 对 i=1,2,*…,n 
3， 令 BGD)=B(G 一 1) 
4 对 t=tisti 十 1,…,D 
如 果 4 一 i: EB(i 一 1), 则 BG)=BGODU{z) 
6. 令 上 一 maxB(z) ,J 一 个 ,一 7 
7. 对 ;一 022 一 1,……，1 
8. 如 果 ;t 一 上 6EBG 一 1D) , 则 (J 一 JU (一 :一 右 ) 
9.， 如果 10 则 转 10 

10. 输出 J 

DP 的 时 间 复 杂 度 为 OOzD) 王 OCztas) ,其 中 zx 一 max{ti1i 二 1,2,…,n}. 这 是 伪 多 项 
式 时 间 算 法 . 

算法 FPTAS 

输入 : e>0 和 个 作业 的 处 理 时 间 吉 ,ts ，… ,i 


1. 令 fox 二 max{ti|i=1,2,*,n)} 


忠 人 maxl ee/ +) 上 
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3. 令 t=t/b,i 二 1,2,… nn 

4. 以 #(i 二 1,2,…,n) 为 输入 应 用 DP 

5. 输出 了 

FPTAS 的 时 间 复 杂 度 为 OCz ts )=00ima /=0(# (1+t))}. 

当 b= 二 1 时 ,FPTAS 得 到 最 优 解 . 不 妨 设 5 记 1,5(ti 一 1) 过 ti 声 bt; . 对 任意 的 SS 
A 


bi—ob [六 | 过 BE by 洲 
iES 


iES iES 
0<62)— Di <olsI<on Cx ) 
iES iES 
记 最 优 解 J", FPTAS 得 到 的 近似 解 为 J 和 J = {1,2,…,n) 一 J,OPT(D = Di, 
i€J" 
FPTAS(1) = 了 i. 于 是 
iET 
FPTAS(D —OPT(D 一 > 和 一 Du 
iiE 了 i€J" 
= (2 一 22 全) 十 (2 20 一 2 全 ) 十 (2 2 一 26) 
iE 了 了 i€ET iE 了 i€J" iEJ iEJ” 


由 (x* ) ,第 一 项 小 于 等 于 0. J 是 关于 {4} 的 最 优 解 ,第 二 项 也 小 于 等 于 0. 得 到 
FPTAS(D —OPT(D) <b 34— Di <bn 人 < Ra + 二] 


i€EJ” i€J" 
<FPTASCD/(1 下 二 | 


化 简 得 到 FPTAS(CD 近 (1 十 se)OPT(T). 得 证 FPTAS 是 双 机 调度 问题 的 完全 多 项 式 时 间 近 
似 方案 . 


第 章 
1 随机 算法 


1. 基本 概念 

随机 变量 ”从 概率 空间 到 实数 的 映射 . 

分 布 随机 变量 取 各 种 值 的 概率 就 是 分 布 . 

期 望 ” 随 机 变量 的 加 权 平 均值 称 为 期 望 . 

拉 斯 维 加 斯 型 随机 算法 ”总 是 给 出 正确 的 结果 ,区 别 只 在 于 运行 时 间 的 长 短 的 随机 
算法 . 

蒙特 卡 洛 型 随机 算法 ”有 时 会 给 出 错误 的 答案 的 随机 算法 ,蒙特 卡 洛 型 算法 又 可 分 为 
单 侧 错误 的 和 双 侧 错误 的 两 类 . 

弃 真 型 错误 ”在 求解 一 个 判定 问题 时 把 本 应 接受 的 输入 误 判 为 拒绝 . 

取 伪 型 错误 ”就 是 把 本 应 拒绝 的 输入 误 判 为 接受 . 

ZPP 类 在 计算 复杂 性 理论 中 ,有 效 的 拉 斯 维 加 斯 型 算法 也 被 称 为 ZPP 类 (Zero-error 
Probabilistic Polynomial time) 算 法 , 即 零 错误 概率 多 项 式 时 间 随 机 算法 . 

BPP 类 有 效 的 蒙特 卡 洛 型 算法 也 被 称 为 BPP 类 (Bounded-error Probabilistic Polynomial 
time) 算 法 , 即 错误 概率 有 界 的 多 项 式 时 间 随 机 算法 ,其 中 有 效 的 弃 真 型 单 侧 错 误 随 机 算法 
又 称 为 RP 类 算法 ,有 效 的 取 伪 型 单 侧 错误 随机 算法 则 称 为 coRP 类 算法 . 

2. 某 些 重要 的 结果 

随机 变量 的 线性 性 质 

ELaX + bY] = aELX] 十 ELY] 

马尔 科 夫 不 等 式 ” 若 随机 变量 X 的 取 值 非 负 , 则 对 于 任意 A 之 0, 有 

PrLX > kELXJ]] < 1/k 
詹 森 不 等 式 
ELX2?] 之 (ELXJ)’ 
契 比 雪夫 不 等 式 ” 若 随机 变量 X 的 方差 为 c, 则 对 于 任意 &A 之 0, 有 
PP 二 | X= ELX] ISke 1] 
并 的 界 


Pr Us1A] < PPrLA] 
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切 诺 夫 界 ”如 果 随 机 变量 X, ,X。 ,…,X, 是 完全 独立 的 ,并 且 每 个 X 取 值 在 {0,1) 中 
设 六 -EL[X], 则 对 于 任何 38>0, 有 


p 


机 
P 十 二 有 | 
[之 二 +]< [qrs™s)]| 


2 


i 
2 和 区 -Hp]< [m= se] 
以 及 对 任何 >0, 有 


Pr[ | x -px|=o]< 2» exp(— min{c’/4,c/2}p) 
其 中 exp(z) 一 ef 
3. 算法 
快速 排序 . 
素数 检验 . 
多 项 式 恒 等 检验 . 
2SAT 随机 游 动 算法 . 


11.2 习 题 


11.1 证 明 切 诺 夫 界 . 

11.2 证 明 在 随机 算法 定义 中 ,可 以 把 平均 运行 时 间 为 多 项 式 的 要 求 改 为 最 坏 运行 时 
间 为 多 项 式 的 要 求 . 

11.3 证 明 可 以 通过 独立 重复 运行 ,把 有 效 随机 算法 的 错误 概率 降低 到 输入 规模 的 指 
数 的 倒数 . 

11.4 给 出 中 位 数 问题 的 随机 算法 ,并 分 析 期 望 运行 时 间 . 

11.5 利用 多 项 式 恒 等 检 验 ,设计 并 分 析 一 个 求解 二 部 图 完美 匹配 问题 的 随机 算法 . 

11.6 用 随机 游 动 算法 求解 三 元 可 满足 性 问题 ,并 且 分 析 算 法 的 期 望 运行 时 间 . 


11.3 习题 解答 与 分 析 


11.1 设 随机 变量 X 一 pb = ELXi:j],t> 0, 则 p= ELX] = Dp 
根据 马尔 科 夫 不 等 式 - 
PAX > G40] = prex > ere] < | ral 
接 下 来 计算 E[e*] 的 界 
E[e*] =ELe2%]— E[ITe]- ITere (根据 独立 性 ) 


=|[[ (pe + 0 —p) .1) 
i=1 


磋 机 算法 


=]T[a+zce 一 1D) 沂 
i=1 
利用 不 等 式 : YrER,1 十 x 三 e* ,有 
E[ex] < TI ei Re eZ = Ey 
将 E[e” ] 过 e“-?* 代 入 式 (11.1), 可 以 得 到 对 w>>0， 


(e—Dp 


PX> (+ < 


GE 


经 过 简单 的 计算 ,可 以 知道 当 :一 In(1 十 9) 时 ,可 以 使 右 式 最 小 ,从 而 使 这 个 界 更 紧 ,代入 上 
式 , 得 到 


In(148) 


Pr[X 三 (1 二 Op] 过 ee —Du-(1+a)In(ltOp 一 (etic )* 
第 一 部 分 证 毕 . 
类 似 地 ， 
一 区 
PLX 二 G 一 9) 癌 = Per > < Hes 
Ete*]= [[Q+p(e —1)) < [ee =e 
i=l i 
ee 一 Du 


Pr[X< (1 一 9 由 < rs 


经 过 类 似 的 计算 ,可 以 知道 当 1= 一 ln(1 一 6) 时 ,可 以 使 右 式 最 小 ,代入 上 式 得 
PIX<QA—Hu<e”™ 
第 二 部 分 证 毕 . 
为 了 证 明 第 三 部 分 ,需要 一 个 不 等 式 


-DOD — (nd) )p 


2 
ve>0%，ld+a > 
那么 ,有 
| 一 
6 一 +aln0+b < 于 2 
二 了 > 一 全 和 二 全 > 一 全 不 能 同时 成 立 ,所 以 8 一 (LInGlL+5)<maxf 一 他, 一休 1 ,下 面 证 明 
2 妆 人 6 和 4 ; Smax{ 一 全 ,一 
2 
yee (0,D), —6—(1—HIn(—0) < 和 


2 2 3 2 
8 一 一 DlnG 一 9) 十 条 一 一 6 十 (1 [6 二 号 十 邱 十 一 儿 


和 
人 + | Je + 村 jos+( + 二 ja'+ 


2174 2 
RY 1 1 是 ， 4 
= (+ 二)z<0 
所 以 
2 
一 GDm0 一 5 <max{- 3 一气} 
由 并 的 界 得 


RI| | PX— nl+BiLX—gRSx] 
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这 里 c 王 1 十 6, 综 合 以 上 两 部 分 , 原 命 题 第 三 部 分 得 证 . 
11.2 先 证 明 当 最 坏 时 间 为 多 项 式 时 间 时 ,平均 运行 时 间 也 是 多 项 式 的 . 设 运行 时 间 
为 随机 变量 T,T 的 值 域 为 也 ,最 坏 运 行 时 间 为 Tu , 则 
E[T = DPr() < DToPrG) = Tu 


tED tiED 
也 就 是 说 ,平均 运行 时 间 不 会 超过 最 坏 运 行 时 间 , 即 平均 运行 时 间 也 是 多 项 式 的 . 

再 证 明 当 平均 运行 时 间 是 多 项 式 的 , 则 最 坏 时 间 也 是 多 项 式 的 . 设 随 机 算法 的 出 错 概率 
为 1/3. 由 马尔 可 夫 不 等 式 ,PrLT 盖 10ELT]] 志 1/10. 我 们 可 以 修改 随机 算法 如 下 : 每 当 运 
行 时 间 达 到 或 超过 10ELT], 则 终止 运行 ,输出 任意 答案 . 这 时 算法 的 最 坏 运行 时 间 是 
10E[T], 还 是 多 项 式 的 ,而 出 错 概率 不 超过 1/3 十 1/10=13/30. 我 们 采用 多 执行 几 遍 取 多 
数 次 结果 的 办 法 ,就 可 以 把 错误 概率 降 到 1/3 以 下 . 

11.3 通过 独立 重复 运行 , 取 多 数 结果 为 最 终结 果 ( 这 里 我 们 认为 结果 只 有 两 种 , 即 正 
确 或 错误 ) ,我 们 知道 一 次 独立 运行 ,错误 的 概率 至 多 为 1/3. 假设 运行 次 数 为 nn, 运行 n 次 
而 得 到 错误 结果 意味 着 至 少 n/2 次 运行 出 错 . 设 0-1 随机 变量 X; 为 1 时 代表 第 i 次 出 错 ， 
为 0 时 代表 第 i 次 运行 正确 ， 则 

Pr[>X >> 苹 ]=Pr[2x 之 (1+ 计 同 ] 
由 切 诺 夫 界 , 右 式 的 上 界 为 eq/ 一 +UVOal+V2)sze0ot 故 原 命题 成 立 。 

11.4 我们 将 这 个 问题 一 般 化 ,定义 如 下 的 选择 问题 : 

输入 : 一 个 包含 个 (不 同 的 ) 数 的 集合 A 和 一 个 数 i,1<i<n. 

输出 : 元 素 zxEA, 它 恰 大 于 A 中 的 其 他 的 i 一 1 个 元 素 . 

显然 ,中 位 数 问 题 也 属于 选择 问题 ,这 里 运用 快速 排序 的 思路 . 与 快 排 不 同 的 是 , 快 排 
需要 对 枢 轴 元 素 的 两 边 进行 操作 ,而 选择 问题 只 需要 对 其 中 的 一 边 进行 操作 . 

算法 步骤 ， 

1. 若 数组 包含 0 或 1 个 元 素 , 则 返回 . 

2. 从 数组 中 随机 选择 一 个 元 素 作 为 枢 轴 元 素 . 

3. 把 数组 元 素 分 为 两 个 子 数组 ,并 且 按 照 B、 枢 轴 元 素 、C 的 顺序 排列 

也: 包含 比 枢 轴 元 素 小 的 元 素 . 
C: 包含 比 枢 轴 元 素 大 的 元 素 . 
4. 设 枢 轴 元 素 位 于 第 位， 
若 人 等 于 i, 则 返回 A[ 站 ; 
车 大 于 i, 则 在 B 中 递归 地 找 第 i 小 元 素 ; 
车 小 于 i, 则 在 C 中 递归 地 找 第 i 一 & 小 的 元 素 . 

对 该 算法 的 分 析 如 下 : 设 对 个 数字 组 成 的 数组 , 找 第 i 大 的 元 素 , 需 要 的 时 间 是 Tl, , 设 
其 最 大 的 为 T(n) ,这 是 一 个 随机 变量 ,下 面 得 到 T(z) 期 望 的 上 界 . 

由 于 在 算法 步骤 2 中 枢 轴 元 素 是 随机 选取 的 ,所 以 对 每 一 个 (0 二 kn 一 1), 子 数组 
B 中 有 & 个 元 素 的 概率 为 1/n, 定 义 指示 器 随机 变量 X, 为 

二 三 子 数组 B 中 恰好 有 个 元 素 
0 ”否则 
假定 元 素 的 值 不 同 ,因此 有 


磋 机 算法 


ELX:] = 1/n 
为 了 得 到 一 个 上 界 ,假定 第 i 个 元 素 总 是 被 划分 到 较 大 的 一 边 . 当 X; 一 1 时 ,可 能 要 递归 处 
理 的 子 数组 的 大 小 为 和 一 & 一 1, 因 此 得 到 递归 式 : 
Ta) On) Sx “Tlmaxtksn—kE— 1)) 


取 期 望 值 ,得 到 
rl 
E[T0)] <OWmn) +E[2OX “Tmax(k,n—k—1))] 
=00 + SELX, T(max(k,n 一 k 一 1))] (期 望 的 线性 性 ) 
ml 


二 O00) 十 2 ELXi]， EL[TC(max(k,n 一 k 一 1))] (期 望 的 独立 性 ) 


nl 
=00D + 2 二: ELT(max(ksn—k—1))] 


=0O(n) 12 ELT(k)] 


1 =n/2 


由 数学 归纳 法 ,不 难 证 明 E(T(n)) 二 O(n)， 即 在 平均 情况 下 ,我 们 能 在 线性 时 间 内 计算 出 
选择 问题 . 特别 地 ,可 以 找 出 不 同 数字 组 成 数组 的 中 位 数 . 

11.5 假设 二 部 图 G=<U,V,E>>,U 和 V 是 两 个 自身 不 相交 的 集合 , 即 U 和 V 都 是 
独立 集 ,E 是 连接 U 和 V 中 的 顶点 的 边 集 . 设 IU|=|V|=n,U= {wywuswewu};V={u, 
was,0,)， 定义 一 个 nXn 的 矩阵 M ,定义 

0 车 (u,v) FFE 
bs 车 (ui,v;) EE 
令 DetGOM) 表 示 M 的 行列 式 , 则 我 们 有 如 下 的 命题 : 

命题 11.1 Det(M) 三 0 人 SG 中 不 存在 完美 匹配 . 

证 对 行列 式 ,我 们 有 如 下 的 展开 式 ， 


M,, = 


oj 


Det(M = 2) (~ De® 下 


ESn 
其 中 S, 是 所 有 在 集合 {1,2,…,n} 上 的 置换 的 集合 ,sgn( 直 是 暂 换 藉 的 符号 ( 当 关 是 偶 置 换 
时 为 正 , 当 是 奇 置换 时 为 负 ; 而 置换 的 奇偶 性 等 于 把 该 置换 通过 对 换 变 为 恒 等 排 列 所 需 对 
换 次 数 的 奇偶 性 ). 注意 到 所 有 G 中 的 完美 匹配 都 与 集合 上 的 置换 存在 着 一 一 对 应 , 即 x 与 
G 中 匹配 {G0 yun) Cus ax ) (anytxo ) 构 成 一 一 对 应 . 注意 ,如 果 该 完美 匹配 不 存 
在 ,那么 相应 的 行列 式 项 为 0, 即 
Det(M = >) (一 De® 1 Mw 


mEP 


P 是 所 有 完美 匹配 的 集合 ,m: 是 x 所 对 应 的 匹配 。 当 了 为 空 集 时 ,上 式 显然 恒 等 于 0, 即 如 
果 没 有 完美 匹配 , 则 上 述 行列 式 恒 为 0. 如 果 G 有 完美 匹配 ,那么 x 所 对 应 的 P 中 的 项 不 恒 
为 0, 由 于 没有 其 他 项 与 该 项 有 完全 相同 的 变量 ,所 以 存在 一 组 赋值 ,使 该 行列 式 不 为 0. 

下 面 对 该 行列 式 运 用 多 项 式 恒 等 检 验 的 算法 :注意 ,直接 将 行列 式 展开 可 能 有 z! 项 ,而 


项 二 回 
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将 变 元 换 成 数字 则 可 以 用 高 斯 消去 法 在 O(n ) 内 计算 . 注意 ,行列 式 表 示 的 多 项 式 的 次 数 
至 多 为 n, 故 用 多 项 式 恒 等 检验 解决 完美 匹配 是 否 存 在 的 算法 如 下 : 

输入 : 用 nxXn 的 矩阵 M 表示 的 多 项 式 7(CZ1，… Te ) 

输出 : r(xz Ts ) 是 否 恒 等 于 0 
.从 全 ,…,10m} 中 随机 选择 ww 个 自然 数 al,… ,a (可 重复 ). 
从 红 ,…,n*} 中 随机 选择 自然 数 &. 
. 在 模 人 算术 下 ,计算 y=Det(M) (mod &)==r(al,…, as ) (mod k). 
. 若 y 二 0, 则 输出 *rCzi,…，, zs ) 和 恒 等 于 0”. 

5. 否则 ,输出 “r(xzri,…， i ) 不 恒 等 于 0”. 
则 类 似 多 项 式 恒 等 检验 的 分 析 , 可 以 得 到 当 (zi,…, xz ) 恒 等 于 0 时 ,算法 输出 正确 结果 ， 
当 r(zl,…，zs ) 不 恒 等 于 0 时 ,算法 至 少 以 9/(80lnz) 的 概率 输出 正确 结果 . 

由 于 判定 问题 可 以 解决 ,所 以 利用 搜索 归 约 为 判定 ,一 旦 可 以 找到 一 组 赋值 使 行列 式 不 
为 0, 则 可 以 找到 对 应 的 完美 匹配 . 

11.6 求解 三 元 布尔 可 满足 性 问题 的 随机 游 动 算法 . 

输入 : 一 个 及 n 个 变 元 和 wm 个 子 句 的 合 取 范式 ,每 个 子 句 至 多 有 3 个 文字 

输出 : 一 个 可 满足 赋值 ,或 者 宣布 没有 可 满足 赋值 

1. 任意 给 所 有 变量 赋值 . 

2. 如 果 当 前 赋值 是 可 满足 赋值 , 则 输出 这 个 赋值 ,算法 结束 . 

3. 均匀 随机 选 一 个 不 满足 子 句 ,从 中 均匀 随机 选 一 个 文字 ,改变 该 文字 的 赋值 . 

4. 重复 第 2 步 和 第 3 步 m2"+3 次 , 若 一 直 没 有 找到 可 满足 赋值 ., 则 宣布 没有 可 满足 
赋值 . 

下 面 证 明 如 下 命题 : 当 输入 公式 是 不 可 满足 的 ,算法 无 法 找到 可 满足 赋值 ,因此 将 宣布 
不 可 满足 ， 当 输入 公式 可 满足 时 ,算法 有 可 能 找 不 到 可 满足 赋值 而 出 错 . 我 们 证 明 算 法 出 
错 的 概率 为 1/2”. 

假设 输入 公式 可 满足 , 设 a* 是 某 个 可 满足 赋值 ,a, 是 算法 在 执行 : 遍 第 3 步 以 后 的 
赋值 ,X, 等 于 a* 和 a, 赋值 相同 的 变量 个 数 . 令 变 量 数 为 n, 则 当 X,==n 时 a 二 a* ,算法 将 
找到 可 满足 赋值 a* 而 停止 . 注意 在 X, 二 nn 之 前 ,算法 也 可 能 找到 别 的 可 满足 赋值 而 
停止 . 

当 XX, 二 0 时 ,a* 和 a, 赋值 相同 的 变量 个 数 为 0. 修改 任何 一 个 变量 的 赋值 ,都 会 让 
4& 和 a, 赋值 相同 的 变量 个 数 增 加 1 个 , 即 X41 二 1, 所 以 PrLX+ 一 11X 一 0=1. 当 X,= 
j 且 0<j<n 一 1 时 ,a* 和 w 赋值 相同 的 变量 个 数 为 j. 修改 某 一 个 变量 的 赋值 ,只 会 让 a* 
和 w 赋值 相同 的 变量 个 数 增加 1 个 或 减少 1 个 , 即 X==j 十 1 或 X41==j 一 1. 假设 算法 选 
择 修改 子 句 C=a VbVe 的 一 个 变量 的 赋值 ,根据 算法 的 定义 可 以 知道 ,在 赋值 a, 之 下 C 是 
不 满足 子 句 ,所 以 在 赋值 a, 之 下 a==b==c= 二 False. 由 于 假定 a* 是 可 满足 赋值 ,因此 在 a* 下 ， 
ab.c 有 另外 的 7 种 赋值 情况 . 因此 随机 选择 改变 a 或 的 赋值 时 ,至 少 有 1/3 机 会 让 a* 
和 a, 赋值 相同 的 变量 个 数 增加 1 个 . 所 以 Pr[ Xii=j 十 1|X,=j ] 宇 1/3,Pr[ X + 一) 一 1 
XX, 二 jj] 三 2/3. 注意 {Xo ,Xi ,XX,,…) 可 能 不 是 马 氏 链 , 因 为 PrLX+ 一 7 十 1|X, 一 门 可 能 不 
是 常数 ,这 个 值 可 能 是 1/3、2/3 或 1, 这 与 a 和 a, 赋值 相同 的 变量 具体 是 哪些 变量 有 关 . 

为 了 利用 马 氏 链 来 进行 分 析 ,我 们 定义 一 个 真正 的 马 氏 链 {Y。 ,Yi ,Y,,…) ,如 下 : 


入 性 


磋 机 算法 


Y= Xo 
Ri = = 二 
Pi[Yn =j+1|Y,=]= 13 
Pr[Ym =j—1|Y,=j]=2/3 
Pr[Ym =j+1|Y,=j]=1/3<PXn =j+1| X= 
PrlYwi =j—1|Y=7]=2/3FPd Xn =i—1|R=j] 
从 任意 状态 出 发 ,Y, 将 比 X, 花费 更 长 的 期 望 时 间 才 能 进入 状态 n. 下 面 分 析 Y, 进入 状态 
n 所 需要 的 期 望 时 间 , 以 此 作为 算法 期 望 运行 时 间 的 上 界 . 注意 马 氏 链 Y= 人 Yo ,Yl ,Ys，…} 
可 以 用 如 图 11. 1 所 示 的 带 权 有 向 图 表示 . 


13 13 1/3 1/3 
Ciozozogwys 
1 
23 23 2/3 23 


图 11.1 马 氏 链 Y 


设 表示 从 状态 j 到 达 状 态 的 期 望 运行 时 间 , 则 有 ,二 0 和 ho 二 ha 十 1 对 于 其 他 
7 值 ,有 


太一 1 = hm = Sh 


将 上 式 变形 ,得 到 
hin—h—3= 2(h—h— 3) 
所 以 +41 一 hi 一 3 为 等 比 级 数 , 将 太一 各 一 3 三 一 4 代入 上 式 ,得 万 + 一 太一 3 三 一 2 半 2, 两边 
同时 对 j 求 和 ,得 到 
ho = 2 — 3n—4 
由 马尔 科 夫 不 等 式 , 就 有 
Pr[X 从 Xe 到 达 的 时 间 二 2m] 之 1/2 
即 若 以 2” 步 为 一 个 阶段 , 则 在 一 个 阶段 中 算法 找 不 到 可 满足 赋值 的 出 错 概率 不 超过 1/2. 
当 重 复 执行 每 个 阶段 m 次 , 即 总 共 执 行 m2"*™ 步 时 ,算法 仍然 找 不 到 可 满足 赋值 的 出 错 概率 
就 小 于 1/2”. 


= 章 
2 处 理 难 解 问题 的 策略 


1. 基本 概念 

二 元 可 满足 性 (2SAT) 任 给 一 个 二 元 合 取 范式 下 , 问 下 是 否 可 满足 . 

霍 恩 (Horn) 子 句 ”每 个 子 句 中 正文 字 ( 不 带 和 否定 号 的 变量 ) 至 多 出 现 一 次 . 

霍 恩 公 式 ” 由 霍 恩 子 句 构成 的 公式 . 

霍 恩 SAT 问题 输入 限制 为 霍 恩 公式 的 SAT 问题 . 

固定 参数 算法 ”输入 中 带 有 一 个 参数 k, 当 输入 规模 为 n 时 运行 时 间 为 OCF(CA)7z 的 算法 . 

指数 时 间 假 设 kSAT 的 指数 时 间 算 法 的 底数 不 能 任意 地 小 . 

随机 化 策略 ”随机 选择 初始 解 . 

重启 策略 ”算法 在 不 同 的 初始 解 上 重新 开始 多 运行 几 次 . 

后 门 变量 ”存在 少数 一 些 变量 , 称 为 后 门 变量 (backdoors) ,只 要 确定 了 这 些 变量 的 取 
值 ,整个 问题 就 非常 容易 解决 . 

相 变 现象 ”存在 参数 的 一 个 临界 值 ,实例 的 性 质 在 临界 点 两 侧 发 生 了 很 大 的 突变 ,具有 
某 个 性 质 的 概率 在 一 侧 随 实例 规模 趋 于 无 穷 而 渐 近 为 0, 在 另 一 侧 则 随 实例 规模 趋 于 无 穷 
而 渐 近 为 1. 

RB 模型 ”对 BB 模型 的 修订 ,是 首 个 在 理论 上 严格 地 证 明了 存在 既 有 精确 相 变 现象 又 
有 难 解 实例 的 NP 完全 问题 的 随机 模型 . 

量子 算法 ”基于 量子 物理 学 原理 在 量子 计算 机 上 运行 的 算法 . 

2. 某 些 重 要 的 结果 

2SATP. 

霍 恩 公式 可 满足 性 问题 是 易 解 的 . 

哈密 顿 回 路 问题 在 G(n,1/2) 上 有 有 效 算法 . 

3. 算法 

2SAT 算法 . 

求解 HornSAT 的 多 项 式 时 间 算 法 . 

顶点 覆盖 问题 的 固定 参数 算法 . 

3SAT 的 指数 时 间 改 进 算 法 . 

模拟 退火 法 . 


处 理 难 解 问题 的 黄 略 


哈密 顿 回 路 问题 在 G(n,1/2) 上 的 有 效 算法 . 
RB 模型 随机 实例 产生 算法 . 

产生 隐藏 着 解 或 最 优 解 的 算 例 的 算法 . 

用 RB 模型 产生 最 大 团 难 解 算 例 . 

随机 3SAT 的 SP 算法 . 

道奇 算法 . 


12.2 习 题 


12.1 证 明 最 小 顶点 覆盖 、 最 大 团 、 最 大 独立 集 在 树 上 都 是 易 解 的 . 

12.2 所 谓 区 间 图 是 这 样 的 图 ,图 的 每 个 顶点 都 对 应 于 某 条 固定 直线 上 的 一 段 区 间 , 两 
个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 其 对 应 的 区 间 相 交 ( 重 释 ). 证 明 区 间 图 的 顶点 着 色 是 易 解 的 . 

12.3 所谓 圆 弧 图 是 这 样 的 图 ,图 的 每 个 顶点 都 对 应 于 某 条 固定 圆周 上 的 一 段 圆 弧 ,两 
个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 其 对 应 的 圆 弧 相交 ( 重 释 ). 研究 圆 弧 图 的 顶点 着 色 问 题 , 它 是 NP 完 
全 的 ,还 是 易 解 的 ? 

12.4 证 明 圆 弧 图 的 顶点 着 色 有 固定 参数 算法 ,其 中 参数 人 为 着 色 的 色 数 . 

12.5 给 出 比 主教 材 正文 中 结果 更 好 的 3SAT 的 改进 的 指数 时 间 确 定 算法 . 

12.6 利用 随机 游 动 算法 给 出 kSAT 的 改进 的 指数 时 间 随 机 算法 . 

12.7 给 出 ASAT 的 改进 的 指数 时 间 确 定 算法 . 

12.8 针对 某 个 实际 问题 应 用 一 下 模拟 退火 策略 . 

12.9 完成 教材 中 定理 12.4 证 明 中 的 细节 ,并 证 明 算 法 实际 可 在 OC(xw?) 时 间 内 
运行 . 

12. 10 按照 最 大 团 难 解 实例 的 产生 方法 ,自己 产生 一 个 难 解 实例 ,并 试验 求解 . 你 能 
求 出 的 最 大 团 有 多 少 个 顶点 ? 

12.11 产生 随机 3SAT 的 一 些 实例 ,用 SP 算法 求解 这 些 实例 ,观察 m/n 最 大 到 多 少 
时 SP 算法 仍然 有 效 . 

12. 12 ”验证 教材 12. 8 节 中 介绍 的 量子 门 都 是 酉 变换 . 

12.13 ”把 道奇 算法 推广 到 函数 f:{0,1)"(0,1} 上 , 即 假设 函数 f 要 么 在 所 有 输入 上 都 
取 相 同 的 值 ,要 么 在 一 半 的 输入 上 取 值 0, 在 另 一 半 的 输入 上 取 值 1, 设 计量 子 算法 区 分 这 两 
种 情况 . 


12.3 习题 解答 与 分 析 


12.1 树 上 的 最 小 顶点 覆盖 算法 : 要 计算 树 上 的 最 小 顶点 覆盖 ,只 需要 贪心 策略 即 可 . 
对 于 点 覆盖 ,按照 定义 ,对 图 中 的 任意 一 条 边 ,必须 至 少 有 一 个 相关 的 顶点 在 点 覆盖 中 . 由 
于 对 于 叶子 结 点 ,每 个 顶点 只 能 覆盖 一 条 边 , 所 以 第 一 步 先 把 所 有 叶子 结 点 去 掉 而 将 和 叶子 
结 点 直接 相 邻 的 项 点 加 入 点 覆盖 ,然后 将 这 些 顶 点 已 覆盖 的 边 去 掉 . 留 下 来 的 图 必然 还 是 
一 棵 树 . 继续 上 面 的 操作 ,直到 图 为 空 图 . 由 于 每 次 剩 下 树 的 叶子 结 点 至 少 有 一 个 ,所 以 外 
层 循环 至 多 有 n 次 ,每 次 最 多 遍历 一 遍 树 ,复杂 性 为 O(z) , 故 算法 复杂 性 为 O(x?), 即 是 易 
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解 的 . 

关于 最 大 团 ,按照 定义 ,只 要 树 有 边 , 则 为 任意 一 个 Ka ;和 否则 最 大 团 为 孤立 的 顶点 . 显 
然 是 易 解 的 . 

树 上 的 最 大 独立 集 算 法 : 按照 定义 不 难 发 现 ,对 于 任意 的 一 个 图 ,其 点 覆盖 的 余 集 便 为 
独立 集 ,独立 集 的 余 集 便 为 点 覆盖 , 故 最 大 独立 集 对 应 最 小 点 覆盖 . 所 以 只 需要 先 算 出 最 小 
顶点 覆盖 ,然后 求 余 集 即 可 . 所 以 也 是 易 解 的 . 

12.2 首先 ,题目 中 所 说 的 区 间 图 是 一 种 弦 图 , 即 任何 长 度 大 于 等 于 4 的 圈 都 有 一 条 
弦 . 如 在 图 中 发 现 了 一 个 圈 abcda, 则 必须 有 边 ac 或 有 边 b5d. 这 个 用 区 间 图 的 性 质 易 证 . 
弦 图 有 一 个 很 好 的 性 质 , 即 可 以 找到 一 个 顶点 序列 ,使 得 任 一 顶点 wv 的 邻 域 与 v 后 边 顶 点 的 
交集 是 一 个 团 . 可 以 按照 该 序列 进行 着 色 , 可 以 证 明 区 间 图 的 色 数 为 该 图 最 大 团 的 顶点 数 . 
下 面 给 出 一 些 细节 的 证 明 . 

命题 12.1 区 间 图 是 弦 图 . 

证 ”用 反 证 法 . 假设 存在 一 条 大 于 等 于 4 的 圈 wbcd…w, 该 圈 上 没有 弦 , 即 该 圈 中 的 点 
除了 与 两 边 的 点 相连 外 不 存在 其 他 的 边 ( 例 如 边 ac) ,那么 按照 区 间 图 的 定义 , 相 邻 的 两 个 
区 间 相 交 非 空 ,但 不 相 邻 的 两 个 区 间 交 集 为 空 集 ,显然 矛盾 . 

命题 12.2 ” 弦 图 的 导出 子 图 也 是 弦 图 . 

证 ”按照 导出 子 图 的 定义 ,只 要 该 导出 子 图 包含 任意 的 一 个 圈 , 必 然 包 含 两 端 都 在 该 
圈 上 的 点 的 边 . 由 于 原 图 是 弦 图 ,任意 长 度 大 于 等 于 4 的 圈 都 会 有 一 条 弦 , 所 以 导出 子 图 的 
任意 长 度 大 于 等 于 4 的 圈 也 会 有 这 条 弦 , 故 导出 子 图 为 弦 图 . 

命题 12.3 ”一 个 图 是 弦 图 的 充分 必要 条 件 是 任意 的 极 小 点 割 集 是 一 个 团 . 

证 必要 性 . 令 G==<V,E 二 是 一 个 弦 图 , 令 S 是 G 的 一 个 极 小 点 割 集 . 设 + 和 y 是 
S 中 的 两 个 点 ,下 面 证 明 zy 之 间 有 一 条 边 . 设 A、B 为 GLV 一 S] 的 不 同 的 连通 分 支 ,由 S 的 
极 小 性 , 仅 通 过 A 中 的 点 有 一 条 从 xz 到 y 的 路 径 . 令 pi 为 这 些 路 径 中 最 短 的 一 条 . 同 理 ， 
令 ps 为 仅 通 过 B 中 的 点 , 且 通 过 zz 到 y 的 路 径 中 的 最 短 的 一 条 , 则 连接 p, 和 ps 便 是 一 个 
长 度 不 小 于 4 的 圈 . 又 因为 没有 边 直 接 联系 A、B 间 的 点 ,所 以 zx 和 y 之 间 必 须 有 一 条 边 . 
由 xz 和 yy 的 任意 性 ,可 知 S 中 的 任意 两 个 点 都 有 边 相 连 , 故 S 是 一 个 团 . 

充分 性 . 设 G 中 的 任意 极 小 点 割 集 都 是 一 个 团 . 假设 G 不 是 弦 图 . 设 ww,zyyys， 
zs，… ,zsw 是 G 中 的 无 弦 且 长 度 大 于 等 于 4 的 圈 (k 三 1), 则 任意 将 w 和 y 分 开 的 点 割 集 
必须 含有 x 和 至 少 一 个 x;,1i<k. 由 于 所 有 的 极 小 点 市 集 都 是 团 ,所 以 z 和 x; 有 边 相 连 ， 
与 该 圈 无 弦 矛 盾 . 

命题 12.4 ”如果 图 G 的 一 个 顶点 v 的 邻 域 是 一 个 团 , 称 v 是 单纯 的 . 那么 一 个 弦 图 
G 或 者 是 团 ,或 者 至 少 有 两 个 不 相 邻 的 单纯 的 顶点 . 

证 假设 G 不 是 团 ,我 们 对 G 的 顶点 数 进行 归纳 . 假设 m2, 并 且 对 于 所 有 的 少 于 
nn 个 顶点 的 图 G ,结论 均 成 立 . 令 a 和 6 是 图 G 中 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 ,S 是 将 a 和 2 分 开 
的 极 小 点 割 集 , 则 导出 子 图 GLV 一 S] 至 少 有 两 个 不 同 的 连通 分 支 . 设 GLA] 和 GLB] 分 别 为 
包含 a 和 2 的 连通 分 支 . 注意 到 GLA 站 S] 是 一 个 项 点 数 小 于 冯 的 弦 图 , 则 其 或 者 是 团 , 即 
A 中 有 一 个 顶点 是 单纯 的 ;或 者 有 两 个 不 相 邻 的 单纯 的 顶点 . 由 命题 12. 3,S 是 一 个 团 ,所 
以 至 少 有 一 个 顶点 在 A 中 . 同 理 ,至 少 有 一 个 单纯 的 顶点 在 B 中 ,所 以 G 有 两 个 不 相 邻 的 
单纯 的 顶点 . 
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命题 12.5 ” 弦 图 G( 顶 点 集 非 空 ) 至 少 有 一 个 单纯 的 顶点 . 

证 ”由 命题 12.4, 如 果 G 为 团 , 则 每 一 个 顶点 是 单纯 的 ;如 果 G 不 是 团 , 则 命题 12.4 说 
明了 G 至 少 有 一 个 单纯 的 顶点 . 

由 命题 12.5, 可 以 得 到 区 间 图 着 色 的 一 个 多 项 式 算法 , 即 首先 在 图 中 找到 一 个 单纯 的 
顶点 ,将 其 和 其 邻 域 中 的 点 着 色 , 这 是 一 个 团 的 着 色 . 然后 将 该 顶点 去 掉 , 将 已 用 的 颜色 记 
录 . 之 后 剩余 的 一 1 个 顶点 的 图 也 是 弦 图 ,可 以 再 找到 一 个 单纯 的 项 点. 如果 其 已 着 色 ， 
则 将 其 邻 域 着 色 ,优先 选择 已 经 记录 的 颜色 ,并 保证 没有 冲突 ;否则 ,将 该 点 优先 用 记录 的 颜 
色 着 色 ,再 对 其 邻 域 中 的 点 着 色 . 显然 ,用 该 算法 着 色 , 用 的 颜色 数 为 该 图 的 最 大 团 的 顶点 
数 . 显然 ,算法 是 多 项 式 的 . 

12.3 圆 弧 图 的 顶点 着 色 问 题 是 NP 完全 的 . 为 了 证 明 这 个 命题 ,需要 一 系列 的 准备 ， 
首先 介绍 一 个 NP 完全 问题 , 即 不 相交 路 径 问 题 . 

在 不 相交 路 径 问题 中 ,给 定 一 个 有 向 图 G, 和 一 个 始点 -终点 对 的 集合 {5 ,4 ,二 s， 
全) ,要求 找到 A 条 边 不 相交 的 路 径 P,, P: ,…,P ,使 得 路 径 P; 连接 % 和 
t;。 这 个 问题 通常 描述 如 下 : 

输入 : 原 图 G 和 所 求 的 图 互 ,它们 是 顶点 集 相 同 的 有 向 图 . 

输出 : 对 每 一 条 互 中 的 边 e ,在 G 中 找到 一 条 路 径 P,, 使 得 这 些 路 径 互 相 是 边 不 相交 
的 ,并 且 P. 和 *e 合 起 来 形成 一 个 有 向 圈 . 

在 这 里 引入 一 个 定理 (参见 文献 Even S. ,Ttai A. Shamir A. On the complezity of 
timetable and multicommodity flow problems, Proc. of FOCS 1975, 184 一 193): 即使 
G 是 无 圈 的 ,不 相交 路 径 问 题 也 是 NP 完全 的 . 

一 个 有 向 图 是 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 是 对 该 图 的 任意 一 个 顶点 ,其 出 度 等 于 入 度 . 设 
G 十 表示 把 图 G 的 边 和 图 瓦 的 边 合并 后 得 到 的 图 (图 G 和 图 囊 有 相同 的 顶点 集 ). 欧 拉 
图 的 不 相交 路 径 问 题 是 指 在 G 十 昌 是 欧 拉 图 的 假设 下 的 不 相交 路 径 问 题 . 将 这 个 问题 简称 
为 无 圈 欧 拉 图 的 不 相交 路 径 问题 . 

首先 证 明 下 述 命题 . 

命题 12.6 当 G 是 无 圈 的 且 G 十 日 是 欧 拉 图 时 ,不 相交 路 径 问 题 仍然 是 NP 完全 的 . 

证 在 无 圈 图 G 中 ,首先 添加 两 个 顶点 st 和 一 些 新 的 边 ,使 得 G 十 互 是 欧 拉 图 . 如 果 
顶点 工 在 G 十 瓦 中 入 度 Saa(Cz) 小 于 出 度 法 az), 则 向 G 中 添加 (8 二 az) 一 05Ha(Cz)) 个 
平行 边 注 . 如 果 654a(Cz) 二 3(z), 则 向 G 中 添加 (sa(z) 一 8m(Cz)) 个 平行 边 z. 记 G 
为 G 经 修改 后 的 图 ,HH 为 HH 加 上 时 (5)==65 (0 条 平行 边 人 显然 ,G' 十 五" 为 欧 拉 图 .可 以 
证 明 如 下 结论 : 对 不 相交 路 径 问 题 来 说 ,(G, 右 ) 有 人 解 当 且 仅 当 (G',H') 有 解 . 首先 ,如 果 
(G' ,HH') 有 解 ,由 于 HH 中 的 要 求 不 能 利用 G' 中 的 新 边 , 故 (G, 互 ) 有 和 解 . 其 次 ,如 果 (G, 互 ) 有 
解 ,由 于 G 十 瓦 是 欧 拉 图 ,将 其 中 的 某 些 圈 删 去 后 仍然 是 欧 拉 图 . 故 将 (G, 瑟 ) 解 对 应 的 轿 
删 去 后 ,仍然 是 一 个 欧 拉 图 . 此 欧 拉 图 可 以 分 解 为 边 不 交 的 圈 的 并 ,由 于 每 一 个 圈 至 多 利用 
一 个 全 ,所 以 ,所 有 的 全 要 求 , 即 H' 比 H 多 出 来 的 要 求 都 可 以 被 满足 . 

为 了 将 上 述 的 不 相交 路 径 问题 归 约 到 圆 弧 图 的 染色 问题 ,需要 如 下 命题 . 

命题 12.7 如 果 G+ 十 了 H 是 欧 拉 图 ,G 是 无 圈 图 , 则 不 相交 路 径 问题 的 每 一 个 解 都 用 了 
G 中 的 所 有 的 边 . 

证 考虑 上 述 不 相交 路 径 问题 的 一 个 解 ,将 所 有 包含 解 中 的 圈 都 删 掉 . 由 于 G 十 互 是 
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欧 拉 图 ,而 删 去 的 是 有 向 的 圈 , 所 以 剩 下 的 图 也 是 欧 拉 图 . 并 且 , 由 于 所 有 的 互 中 的 边 都 被 
删 去 了 ,所 以 剩 下 的 图 是 G 的 子 图 ,并 且 是 无 圈 的 ,而 无 圈 的 欧 拉 图 必然 没有 边 , 这 意味 着 
所 有 的 G 中 的 边 都 被 删 去 了 . 

下 面 将 圆 弧 图 是 否 可 以 & 着 色 的 问题 归 约 到 上 述 的 无 圈 欧 拉 不 相交 路 径 问 题 . 

设 1,2,3,…,n 是 G 中 顶点 的 一 个 拓扑 序列 ,首先 构造 一 个 圆 弧 图 如 下 : 令 0,1,2,…， 
nn 是 圆 上 按 顺 时 针 排列 的 点 .对 每 一 条 G 中 的 边 六 ,不 越过 0, 即 按 顺 时 针 方向 构造 一 条 弧 
从 工 到 >y. 在 这 里 假设 所 有 的 xyE 互 ,都 有 xz 二 ;否则 一 定 无 解 .对 每 一 条 理 中 的 边 ZY， 
越过 0, 即 按 顺 时 针 方 向 构造 一 条 弧 从 工 到 y, 设 & 为 互 中 边 的 个 数 . 下 面 证 明 , 构 造 的 圆 
弧 图 为 & 着 色 的 当 且 仅 当 原来 的 不 相交 路 径 问 题 有 解 . 

首先 ,假设 原 不 相交 路 径 问题 有 解 , 则 根据 引 理 ,每 一 条 边 都 被 一 条 路 径 用 到 ,因此 G 十 理 
可 以 被 严格 地 分 成 不 相交 的 个 圈 . 对 每 一 个 圈 , 用 同一 种 颜色 染 对 应 的 圆 弧 图 ,显然 这 种 颜 
色 对 应 的 区 间 互 不 相交 ,所 以 用 同一 种 颜色 着 色 没 有 冲突 . 因此 ,我们 得 到 了 对 应 圆 弧 图 的 一 
种 着 色 方 案 . 

现在 ,假设 对 应 的 圆 弧 图 为 可 着 色 的 . 注意 到 0 恰好 被 上 条 弧 覆盖 . 由 于 CG 十 瓦 是 欧 
拉 图 ,所 以 ,任意 一 个 圆 弧 区 间 都 被 上 条 弧 覆 盖 . 相应 于 互 的 弧 因为 同时 要 过 点 0, 所 以 必 
然 有 不 同 的 颜色 . 对 于 任意 的 zE 五 ,考虑 那些 和 zy 对 应 的 弧 有 相同 颜色 的 弧 ,它们 必然 
覆盖 了 所 有 的 区 间 且 没有 冲突 , 即 相应 的 G 中 是 对 应 zy 的 一 条 从 y 到 z 的 路 径 . 所 有 的 人 
种 颜色 代表 了 A 条 不 相交 的 路 径 , 它 的 不 相交 性 是 由 一 条 弧 只 有 一 种 颜色 保证 的 . 

显然 ,上 述 的 归 约 是 多 项 式 的 ,将 NP 完全 的 “无 圈 欧 拉 不 相交 路 径 问 题 * 归 约 到 圆 弧 图 
着 色 问 题 , 故 圆 弧 图 着 色 问 题 是 NP 完全 的 . 

12.4 首先 ,形式 化 圆 弧 图 着 色 问 题 , 并 介绍 对 称 群 乘积 问题 ,并 证 明 两 者 在 多 项 式 意 
义 下 是 等 价 的 . 

一 族 圆 弧 下 是 一 个 集合 {Al,As,…,A,), 每 一 个 A; 是 一 个 正 整 数组 成 的 有 序 对 
过 ai,b;, 其 中 ,aj 关 6;. 令 避 二 maxi{ai,b;) ,将 圆 弧 等 分 为 m 段 , 顺 时 针 标 记 为 1,2,…,m， 
每 个 A; 可 以 看 成 在 贺 上 按 顺 时 针 方 向 从 点 a; 到 5;. 由 于 我 们 只 关心 圆 弧 是 否 相 交 , 所 以 不 
妨 设 m 三 2n. 定义 A; 的 延 拓 


{ai 十 1,ai 十 2 如 果 a; 二 b; 
{ai 二 1 sm,l1,2,. ,0,} 如 果 a; 二 。; 
如 果 sp(Ai) 门 sp(A;) 隆 多, 则 称 圆 弧 A; 和 Ai 相交 . 注意 ,按照 上 述 定义 ,如 果 两 条 弧 仅 仅 
端点 相同 , 则 它们 是 不 相交 的 . 现在 , 圆 弧 图 便 是 G== 二 F,E 放 ,其 中 (A;,A;)EE 当 且 仅 当 
A; 和 Ai 相交 . 
现在 ,形式 化 地 定义 圆 弧 图 的 着 色 问 题 , 即 给 定 一 族 圆 弧 下 和 一 个 正 整数 KK ,是 否 可 以 
将 下 分 成 K 个 子 集 ,使 得 任意 一 个 子 集 的 任意 两 个 圆 弧 不 相交 . 
下 面 定 义 对 称 群 的 乘积 (复合 ) 问 题 ,定义 Sk 为 所 有 {11,2,…', 玉 } 上 的 置换 组 成 的 对 称 
群 . XS{11,2,…,' 开 ), 令 Sx 为 Sk 的 子 群 ,Sx 由 只 变换 X 中 元 素 的 那些 置换 组 成 . 设 
Pi 和 P, 是 Sx 的 子 集 , 定 义 Pl。 Ps 为 集合 {xn€Sxk|x 二 mw *， zz ,mE Pi,nz€P,}. 现在 ， 
对 称 群 的 置换 问题 (The Word Problem for Products of Symmetric Groups, WPPSG ) 的 定 
芝 如 不 . 
WPPSG: 给 定 KK, 一 些 子 集 Xi ,X;,…,X。 守 {1,2,…,K}) ,一 个 置换 ESk, 卫 一 Sx 。 


sp(A;) = 
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Sx,…Sx,, ,判断 是 否 rEP? 

为 了 证 明 圆 弧 图 着 色 有 固定 参数 算法 ,首先 证 明 如 下 的 命题 . 

命题 12.8 WPPSG 和 圆 弧 图 着 色 是 多 项 式 相关 的 . 

证 首先 ,假设 一 个 WPPSG 的 实例 KK,X,, 义 ;,…X， ,x, 下 面 在 多 项 式 时 间 内 构造 一 
族 圆 弧 下 ,使 得 下 可 K 着 色 当 且 仅 当 x EP. 

不 失 一 般 性 ,假设 每 一 个 整数 i€ {1,2,…,K} 都 至 少 在 一 个 S; 出 现 . 若 i 不 在 任意 一 
个 中 出 现 , 当 x( 店 取 i 时 ,必然 x 儿 P; 否 则 , 删 掉 i, 可 以 获得 一 个 更 小 的 实例 . 圆 弧 族 下 由 
1,2,…,K 十 m 这 些 点 组 成 的 有 序 对 构成 .对 每 个 i€ {1,2,…,K}, 下 包含 圆 弧 集 下 ; 和 单个 
圆 弧 C;, 其 中 F; 由 包含 i 的 集合 X, 决定 ,C; 由 x (让 决定 . 令 4[1], 4:[2],…，, Li[k(i)] 表 
示 包 含 i 的 集合 义 ; 的 下 标 , 以 递增 序 排列 . F; 由 上 (让 条 弧 组 成 : 

ha =<i,K+4i[1] > 
Az =< K+L[1],K+4[2] > 
As 一 二 开 十 4[2], 玉 十 上 [3] > 


Aixw = K+LLkO) —1],K+LLE)] > 
注意 ,这 些 弧 的 延 拓 是 互相 不 交 的 ,并 且 这 些 弧 的 延 拓 的 并 包含 了 所 有 从 i 十 1 到 K 十 1;[k(i)] 
的 点 . 弧 C; 的 定义 为 C;= 二 二 K 十 4 [k(i)] ,x(i) 这 , 令 C={Ci,Cs，…,Ck), 则 圆 弧 族 下 的 
定义 如 下 : 


k 
F=(JhUe 
i=1 


显然 ,F 的 构造 是 多 项 式 的 ,现在 证 明正 可 开 着色 当 且 仅 当 x€EP. 

考虑 所 有 对 FF 的 KK 着 色 方案 . 与 上 边 的 构造 不 同 的 是 ,我 们 用 点 1,2,…,K 十 m 十 1， 
将 每 一 条 弧 C;= 王 二 开 十 2[A(GD)],r (GD 之 EC 替换 成 两 条 弧 , 分 别 为 二 玉 十 上 LRCGD]， 开 十 
m 十 1 汪 > 和 三 K 十 mx 十 1 ,x 让 之 . 令 FF=F,U{<K+L[k(0)],K 二 +m 二 1 之 ,二 K 二 mn 十 1， 
i 这 ) ,而 F 邱 UFi,1<i<K ,现在 Fi 由 两 两 不 相交 的 圆 弧 构成 ,上 且 这 些 圆 弧 的 延 拓 的 并 包含 
了 所 有 的 点 p,1 志 p 夺 K 十 m 十 1. 

任意 下 的 K 着 色 可 以 用 一 族 函 数 o, 表示 ,其 中 1 三 p 志 KK 十 m 十 1, 其 中 6 (j)=i€E1{1， 
2,… ,KK}) 意 味 着 ,颜色 j 被 赋予 了 下 /中 延 拓 后 包含 点 p 的 圆 弧 . 因此 ,oo 是 {1,2,…,K} 上 
的 一 个 置换 . 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 对 所 有 的 j,o1(j)==j ,也 就 是 说 , 圆 弧 二 K 十 mm 十 1,i 这 
被 染 成 颜色 i. 并 且 ,我 们 观察 到 在 每 一 个 集合 FF 中 ,二 K 十 m 十 1,i 王 和 < 过 i,K 十 4[1j 才 两 
条 弧 都 入 一 1 条 统 二 K 十 m 十 1,k 这 ,i 十 1<kK 和 <k,K 十 4[1j] 放 ,1<k<i 一 1 相交 , 因 
为 这 一 1 条 弧 两 两 相交 ,所 以 ,对 iE {1,2,…,K}) ,二 K 十 m 十 1,i 人 > 和 < 过 i,K 十 1:[1] 有 同 
样 的 颜色 , 即 有 


i 
现在 研究 如 何 从 mw 到 apy1,K 十 1 三 p 达 KK 十 m 十 1. 如 果 a,(j)==i 并 且 在 F! 中 覆 羔 点 p 的 弧 
也 覆盖 p 十 1, 那 么 o6()) 二 op+10) 二 i. 因此 ,0,0) 取 op+107) 唯 一 的 可 能 性 在 于 Fs, 包含 一 
条 在 p 点 结束 的 弧 . 然而 ,根据 我 们 的 构造 ,这 些 集合 FF 满足 i EX,k. 所 以 ,oo 一 oa。 
xp-xs 其 中 ,Top-KE Sx kx。 

因此 ,从 FF’ 的 K 着 色 导 出 的 最 后 一 个 置换 oxy,4i 可 以 被 分 解 为 zx，x,，…。…zx ,其 中 
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maESxi， 因此 ,所 有 的 ok+m+1 构 成 了 集合 四 = . Sy “Os 

现在 来 考虑 对 F' 和 下 着色 的 不 同 ,对 每 一 个 C;, 被 分 成 了 两 个 部 分 ,二 K 十 1;[k(2)]， 
KK 十 m 十 1 二 在 Fi 中 ,二 K 十 mr 十 1,x! (GD 之 在 Fo 中 ,要 想 让 这 两 个 部 分 的 颜色 相同 , 必 
须 有 ok}m+t1( 让 二 o7! 《x1(i)). 由 于 这 个 等 式 对 所 有 iE {1,2,…,K}) 成 立 , 而 o 为 便 等 置 
换 , 所 以 oxi 二 x 1! ; 即 ok4m+i 二 x; 所 以 下 可 K 着 色 当 且 仅 当 x EP. 

现在 考虑 命题 的 另 一 个 方向 . 假设 有 一 族 圆 弧 下 和 KK 种 颜色 ,m 是 描述 F 中 的 圆 弧 所 
用 到 的 最 大 整数 . 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 对 于 任意 的 点 p,1 三 p 三 m, 恰 好 有 KK 条 圆 弧 覆 盖 
p. 因为 若 p 被 多 于 KK 条 圆 弧 覆盖 , 则 必然 不 能 被 K 着 色 ; 而 当 p 被 少 于 K 条 圆 弧 覆盖 , 则 
可 以 向 下 中 增加 若干 条 圆 弧 二 p 一 1,p 二 ( 当 p 为 1 时 ,为 Gm,1)), 使 得 不 改变 下 的 色 数 并 
满足 恰好 及 条 圆 弧 覆盖 p. 

给 定 下 ,首先 将 下 转换 成 在 点 1,2,…,K 十 m 上 的 F*. 令 Di,D;,…,Dx 为 下 中 覆盖 
1 的 圆 弧 , 然 后 ,我们 将 每 一 条 圆 弧 二 a,5 记 EF 一 {D1 ,D;,… ,Di} 替 换 为 <K 十 a,K 二 bE 
F* ,再 将 每 一 条 D; = 二 二 a ,6 这 > 蔡 换 为 KK 十 a,i> 和 过 i,K 十 5b 这, 添 到 FF" 中. 由 于 在 F* 中 
的 K 着 色 中 ,二 K 十 a,i> 和 过 i,K 十 6 二 必然 有 相同 的 颜色 ,所 以 F* 可 以 K 着 色 当 且 仅 当 
下 可 以 K 着 色 . 

注意 ,这 里 的 F* 和 前 半 部 分 构造 的 下 有 相同 的 结构 ,所 以 只 需要 将 证 明 倒 着 写 一 遍 . 
首先 将 F* 分 解 为 FiE {1,2,…,K}, 和 C. C 由 那些 延 拓 后 包含 点 1 的 弧 构成 ，F; 按 F,， 
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Fs,… ,Fx 的 顺序 构造 ,F; 的 弧 是 从 集合 RC 中选 出 的 ,R(7) 二 F* 一 C 一 U 已 选择 规则 
如 下 : F; 的 第 一 条 弧 为 一 条 以 点 ;为 起 点 的 弧 . 然后 ,只 要 在 R(i) 中 有 一 条 起 点 和 刚刚 添 
进 F; 的 弧 的 终点 相同 的 弧 ,就 将 其 添 和 人 F;. 因此 ,F; 是 由 一 些 不 相交 的 弧 构 成 的 , 且 其 中 
的 所 有 弧 的 延 拓 的 并 集 为 所 有 从 i 十 1 到 P; 的 点 . 将 C 中 的 弧 按 序 排列 为 Ci,C;，*…,Cx， 
保证 C; 的 起 点 和 已; 的 终点 相同 ,其 中 P; 为 已 中 最 后 添 入 的 弧 . 事实 上 ,每 个 点 都 严格 地 
被 F" 中 条 弧 的 延 拓 覆盖 保证 了 上 边 的 过 程 都 得 以 进行 . 

现在 ,构造 Xi ,XX ，,…,X 和 zx 作为 WPPSG 的 实例 ,X; 包含 那些 整数 i€ (1,2,…,K), 使 
得 F; 包含 一 条 终点 为 K 十 j 的 弧 . 置换 x 满足 ,x(i)=j 当 且 仅 当 CG 的 终点 为 i 

不 难 发 现 ,从 圆 弧 图 着 色 到 WPPSG 这 种 转换 也 是 多 项 式 的 . 显然 在 证 明 中 的 第 一 部 
分 ,WPPSG 实例 转换 的 结果 恰 为 F* ,所 以 相同 的 证 明 可 以 说 明 x€ Sx ， Sx,*，…* Sx,， 
当 上 且 仅 当 F* 可 以 K 着 色 . 

至 此 ,命题 12. 8 证 毕 . 

下 面 给 出 一 个 WPPSG 问题 的 算法 . 

给 定 Xi,X。,… ,XL 二 Sx,*Sx,*…。 Sx, ,计算 所 有 工 中 的 元 素 : 首先 从 Po 一 {e} 
开始 ,Pi 一 {m。mmEPiym Sai 0,1,…,m 一 1]. 则 已 = 已 , ,很 容易 可 以 检查 是 
否 xEP. 显然 ,两 个 在 {1,2,…,K}) 的 置换 的 乘积 可 以 在 O(K) 时 间 内 完成 ,对 于 每 次 乘积 ， 
最 多 可 能 有 OC((K1)?), 总 的 时 间 复 杂 度 为 Ol(m，f(k)). 至 此 ,由 命题 12.8 ,我们 证 明了 圆 
弧 图 的 染色 有 固定 参数 算法 . 

12.5 算法 3SAT 的 指数 时 间 改 进 算法 . 

输入 : 一 个 合 取 范式 ,每 个 子 句 最 多 包含 3 个 文字 . 

输出 : 一 个 满足 赋值 或 宣布 这 个 公式 不 可 满足 . 
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1. 检查 当前 赋值 是 否 是 满足 赋值 ,若是 , 则 输出 这 个 赋值 ,算法 结束 . 

2. 任 取 一 个 在 不 满足 子 句 中 出 现 的 变 元 a ,检查 当前 不 满足 的 子 句 中 是 否 同时 有 正 出 
现 和 负 出 现 , 若 否 , 当 所 有 不 满足 子 句 中 都 为 正 出 现时 , 赋 该 变 元 为 真 . 当 所 有 不 满足 子 句 
中 都 为 负 出 现时 , 赋 该 变 元 为 假 . 在 当前 赋值 下 化 简 原 公式 ,递归 地 检查 剩余 公式 的 可 满足 
性 . 若是 , 则 任 取 当 前 不 满足 的 子 句 Ci 一 oa Vas V as ,Cs 二 a V as V as 其 中 a; 都 是 文字 . 

2.1 把 w 赋值 为 真 ,把 赋值 为 真 ,在 当前 赋值 下 化 简 原 公式 ,递归 地 检查 剩余 公式 


的 可 满足 性 . 
2.2 把 w 赋值 为 真 ,把 w 赋值 为 假 ,把 xs 赋值 为 真 ,在 当前 赋值 下 化 简 原 公式 ,递归 
地 检查 剩余 公式 的 可 满足 性 . 


2.3 把 wm 赋值 为 假 , 把 a 赋值 为 真 ,在 当前 赋值 下 化 简 原 公 式 , 递 归 地 检查 剩余 公式 
的 可 满足 性 . 

2.4 把 wm 赋值 为 假 ,把 a, 赋值 为 假 ,把 a; 赋值 为 真 , 在 当前 赋值 下 化 简 原 公 式 , 递 归 
地 检查 剩余 公式 的 可 满足 性 . 

3. 若 上 述 步 又 2. 1 一 2.4 的 递归 检查 全 部 失败 , 则 宣布 没有 满足 赋值 . 

命题 12.9 上 述 算法 在 0?”(1. 7693") 时 间 内 正确 求解 3SAT. 

证 ”我们 先 来 证 明 上 述 算法 的 正确 性 . 当 算法 在 第 1 步 输出 一 个 赋值 时 ,这 个 赋值 的 
确 是 满足 赋值 ,因为 算法 检查 过 该 赋值 是 满足 赋值 . 下 面 证 明 当 算法 宣布 没有 满足 赋值 时 ， 
也 是 正确 的 . 当 某 一 变量 a 在 子 句 中 都 是 正文 字 时 ,如 果 该 公式 有 满足 赋值 , 则 将 所 有 的 a 
赋值 为 真一 定 也 得 到 满足 赋值 ;反之 亦 然 . 如果 输入 公式 中 含有 子 句 Ci 一 aa V az V aa ,C: 一 
aVaisVas, 则 所 有 满足 赋值 被 划分 为 4 类 . 

第 一 类 : 把 w 赋值 为 真 , 把 w 赋值 为 真 ; 

第 二 类 : 把 wm 赋值 为 真 ,把 a, 赋值 为 假 , 把 as 赋值 为 真 ; 

第 三 类 : 把 wm 赋值 为 假 , 把 a; 赋值 为 真 ; 

第 四 类 : 把 wm 赋值 为 假 ,把 a; 赋值 为 假 , 把 ws 赋值 为 真 . 

任何 一 个 满足 赋值 必定 属于 且 仅 属于 上 述 一 类 . 算法 在 第 2 步 递归 地 检查 所 有 的 情 
况 , 当 步骤 2.1 一 2.4 所 有 递归 检查 都 失败 时 ,也 就 是 说 上 述 四 类 赋值 中 都 没有 满足 赋值 时 ， 
输入 公式 必定 没有 满足 赋值 ,因为 任何 一 个 满足 赋值 必定 属于 上 述 四 类 之 一 ,所 以 这 时 算法 
在 第 3 步 宣布 没有 满足 赋值 ,就 是 正确 的 . 

由 于 每 次 递归 至 少 为 一 个 变量 赋值 ,因此 每 个 递归 检查 的 深度 至 多 为 n, 即 算法 不 存在 
死 循环 . 这 样 就 证 明了 算法 是 正确 的 . 

下 面 分 析 算 法 的 复杂 性 . 设 T(n) 表 示 算 法 在 个 变量 的 公式 上 的 运行 时 间 , 设 公式 中 
有 滩 个子 句 , 则 m= 二 OCm), 因 为 每 个 子 句 至 多 含有 3 个 文字 ,不 同 子 句 的 个 数 至 多 为 
Om ). 关于 T(n) ,与 定理 12. 2 证 明 中 类 似 , 有 下 列 递 推 公式 

TCD) <2T(n—2)+2T0— 3)+OG+m) 

按照 主教 材 第 1 章 中 介绍 的 递 推 公式 的 解法 ,这 个 递 推 公式 的 解 是 T(x) 二 O* (1. 7693") ， 
其 中 1.7693 是 方程 入 二 24 十 2 的 最 大 根 . 

12.6 算法 如 下 : 

输入 : n 个 变量 的 &-CNF 公式 . 

输出 : 该 公式 的 一 组 满足 赋值 或 宣布 没有 满足 赋值 . 


击 已 测 
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下 面 是 该 算法 的 内 层 循环 . 

1. 随机 均匀 地 选取 初始 赋值 a€ {0,1)". 

2. 重复 3n 次 . 

2.1 如 果 在 当前 赋值 下 公式 满足 , 则 停止 并 输出 满足 赋值 ; 

2.2 找到 某 个 C 是 不 可 满足 的 子 句 ; 

2.3 显然 C 中 不 超过 k 个 文字 ,随机 选择 其 中 的 一 个 ,改变 其 赋值 . 

假设 该 公式 可 满足 ,有 一 个 满足 赋值 a* . 下 面 估计 一 下 上 述 算法 找到 a* 的 概率 p. 一 
旦 知道 了 pp, 显然 ,上 述 算法 被 重复 的 期 望 数 为 1/p. 重复 1 次 后 , 仍 得 不 到 满足 赋值 的 概率 
至 多 为 (1 一 p)' 二 e “因此 ,该 算法 的 复杂 性 为 poly(n)1/zp. 

现在 计算 p. 定义 随机 变量 X 为 c 和 a* 赋值 不 相同 的 变量 个 数 . 显然 ,X 服从 二 项 分 


布 刀 (wo1/2) ,也 就 是 说 ,PAX 一 六 一 ]2 一 ,对 任意 的 j 一 0.1,…n 者 成 立 . 当 XX 一 j 时， 
| 


要 想 从 a 变 成 a”" ,需要 改变 赋值 的 变 元 个 数 为 j. 不 妨 将 赋值 的 改变 看 成 马尔 科 夫 链 , 有 一 
个 开始 状态 ,有 状态 0,1,…,n, 表 示 a 和 a* 的 Hamming 距离 。 从 开始 状态 到 0,1,…,n 的 
转变 代表 随机 选取 初始 赋值 ,从 开始 状态 到 状态 j 的 概率 为 ("| 如 果 当 前 处 于 状态 0， 
意味 着 已 经 找到 该 满足 赋值 ,该 随机 过 程 相应 结束 . 注意 ,如 果 公 式 有 超过 1 个 的 满足 赋 
值 ,算法 本 身 可 能 找到 另 一 个 满足 赋值 ,这 意味 着 该 随机 过 程 没 有 在 0 结束 ,然而 这 种 情况 
只 增加 了 找到 满足 赋值 的 概率 . 

设 C 是 在 当前 的 赋值 a 下 的 不 可 满足 的 子 句 ,那么 在 C 中 的 至 多 k 个 变量 中 ,至 少 有 一 个 
的 赋值 与 a* 不同 . 所 以 ,随机 改变 C 中 的 一 个 变量 的 赋值 ,意味 着 从 状态 j 到 状态 j 一 1 的 概 
率 至 少 为 1/k, 到 状态 j 十 1 的 概率 至 多 为 (k 一 1)/k. 

假设 该 随机 过 程 开始 转移 到 状态 j ,下 面 计算 该 算法 到 达 状 态 0 的 概率 g;. 在 当前 假设 
下 ,至 少 需 要 j 步 才 能 到 达 状 态 0, 仅 考虑 哪些 走 错 i 步 的 路 径 ,其 中 i<j, 当 走 错 i 步 时 ,从 
状态 j 到 状态 0 至 少 需要 j 十 2i 步 ,而 j 十 2i 三 n 十 2n 二 3n. 根据 投票 定理 (the ballot 


theorem) ,该 随机 过 程 从 状态 ; 到 状态 0 且 只 走 错 ?此 的 路 径 数 为 | ”| 二; 因此， 


a 村] 全 > 这 [全 于 
利用 如 下 近似 公式 : 
CE 
其 中 ,h(a) alogza 一 (1 一 a)logs(1 一 a) 为 二 元 的 箭 函数 . 特别 地 ， 
[js + . 全 | 
1 ,得 到 g 的 下 界 


2 


> 后 的 


i=0 


只 相差 一 个 多 项 式 的 因子 . 通过 令 a 一 


处 理 难 解 问题 的 三 略 


iY 2 
章 


最 后 一 个 不 等 式 是 在 多 项 式 因子 意义 下 成 立 的 . 利用 二 项 式 定理 ,有 如 下 的 关于 p 的 估计 : 
sy 人 1 
2> ( 却 ) | 四 Us 
因此 ,A-SAT 的 复杂 度 至 多 为 poly(w) [2(1 一 二 】 
12.7 在 本 题 中 ,我 们 介绍 一 个 确定 的 局 部 搜索 算法 . 注意 ,在 12.6 题 中 的 随机 游 动 
中 ,在 平均 情形 下 ,选择 了 很 多 初始 赋值 ;对 每 个 初始 赋值 ,开始 至 多 3n 步 的 局 部 搜索 . 本 
题 的 算法 可 以 看 作 是 12. 6 题 算法 的 去 随机 ,这 个 去 随机 自然 也 分 为 两 部 分 : 初始 赋值 的 去 
随机 和 局 部 搜索 的 去 随机 . 
为 了 使 描述 更 加 简洁 ,首先 给 出 一 些 定义 . 定义 Hamming 空间 为 HH, 二 10,1)", 指 nn 变 
量 公 式 的 所 有 赋值 集合 ,Hamming 距离 为 两 个 赋值 中 赋值 不 同 的 变量 的 个 数 . 定义 以 a 为 
球 心 ,半径 为 7 的 球 为 所 有 与 a Hamming 距离 不 超过 + 的 赋值 的 集合 .编码 集 定义 为 H， 
的 子 集 . 编码 集 M 的 覆盖 半径 定义 为 
r= max mind (u,v) 
其 中 ,d(u,v) 为 赋值 wv 的 Hamming 距离 . 归 一 覆盖 半径 定义 为 p==r/n. 一 个 半径 为 + 的 
编码 集 指 的 是 对 任意 H, 的 赋值 ,至少 存在 着 一 个 编码 集中 的 元 素 v, 使 得 d(w,v) 二 x. 
假设 得 到 一 个 初始 赋值 a€ 瓦 , ,考虑 以 a 为 球 心 ,半径 为 r 的 球 ,所 有 在 这 个 球 中 的 赋 
值 个 数 为 


V(nr)= 本 


i=0 \1 


如 果 归 一 化 覆盖 半径 p 满足 0<p1/2, 那 么 VCn,7) 可 以 这 样 估 计 : 
1 
J 

hh(p) 二 一 plogzp 一 (1 一 p)logs (1 一 p) 为 二 元 的 炉 函数 ,注意 , 当 p 为 常数 时 ,VCa,r) 与 240" 至 
多 差 多 项 式 倍 . 

在 上 述 的 定义 下 , 解 的 结构 有 如 下 的 简单 的 命题 . 

命题 12.10 下 是 需要 求解 的 公式 ,a 是 一 个 下 的 成 假 赋值 , 设 C 是 任意 的 在 赋值 a 下 
为 假 的 子 句 , 则 下 有 一 个 满足 赋值 在 以 a 为 球 心 ,以 7 为 半径 的 球 中 当 且 仅 当 C 中 存在 一 
个 文字 1, 当 将 ! 赋值 为 1 时 ,把 下 中 的 都 替换 为 1 化 简 后 得 到 的 公式 记 为 Fi-i. 
Fl,=1 有 一 个 满足 赋值 在 以 a 为 球 心 ,r 一 1 为 半径 的 球 中 . 

下 面 的 Search(F,a,7) 是 算法 中 的 局 部 搜索 部 分 ,利用 深度 优先 策略 , 当 存在 一 个 满足 
赋值 在 以 a 为 球 心 , 以 7 为 半径 的 球 中 ,返回 真 (True) ,否则 返回 假 (False). 

程序 : Search(F,a,r) 

1. 在 当前 赋值 c 下 ,如 果 下 的 所 有 子 句 为 真 , 则 返回 真 . 

2. 如 果 r 夸 0, 返回 假 . 


Dr < Ve (12.1) 
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3. 如 果 下 包含 空子 句 , 返 回 假 . 

4. 根据 某 个 确定 性 规则 ,选择 一 个 在 赋值 a 下 成 假 子 句 C, 对 每 一 个 C 中 的 文字 7, 进 
行 Search(Fl,-1,a,r 一 1). 如 果 存 在 某 个 1,Search(Fl,_1,a,r 一 1) 返 回 真 , 则 返回 真 ;否则 返 
回 假 . 

由 命题 12.10, 如 果 下 在 a 为 球 心 ,r 为 半径 的 球 中 有 满足 赋值 ,上 述 算法 总 会 找到 的 . 

命题 12. 11 Search(F,a,7) 的 时 间 复 杂 度 为 poly(n)。k". 

证 Search(F,a,r) 的 递归 深度 至 多 为 +, 由 于 下 的 每 个 子 句 至 多 有 k 个 文字 ,所 以 每 
次 递归 调用 不 会 超过 个 , 即 递 归 树 的 叶子 不 会 超过 个. 

注意 ,k" 可 以 远 远 小 于 V(n,r) ,意味 着 可 以 得 到 改进 的 指数 时 间 算法 . 

命题 12. 12 ”对 任意 昌 , ,n 宇 1, 存 在 半径 为 r 的 编码 集 M ,并且 IM|n* 2"/V n,n). 

证 (概率 方法 ) 随 机 均匀 有 重复 地 从 瓦 , 中 选择 mw，2"/V(n,7) 个 赋值 ,我 们 证 明 这 些 
赋值 以 大 概率 形成 一 个 半径 至 多 为 ~ 的 编码 集 . 设 a 为 昌 , 的 一 个 赋值 ,对 另 一 随机 赋值 
0b, 它 属于 5 为 球 心 ,半径 为 7 的 球 的 概率 为 V(n,r)/2",a 不 属于 任意 随机 赋值 为 球 心 ,半径 
为 r 的 球 的 概率 为 

= Wd 

利用 任意 zx,1 十 x 三 e*. 利用 并 的 界 , 随 机 选择 的 元 素 构成 一 半径 为 7 的 代表 集 的 概率 至 少 
为 1 一 2*e“", 当 趋向 于 oo 时 趋向 于 1. 

命题 12.13 设 0<p<1/2, 对 任意 的 ,存在 编码 集 M, 使 得 M 半径 至 多 为 pn,|M | 至 
多 为 7 VipCI 一 52 ”. 

证 直接 利用 命题 12. 12 和 (12. 1) 式 可 得 . 

命题 12. 13 说 明了 存在 几乎 最 优 的 编码 集 ,命题 12. 12 提供 了 一 个 随机 算法 得 到 这 个 
编码 集 , 下 面 逐 步 得 到 一 个 确定 的 算法 ,来 得 到 一 个 并 不 太 坏 的 编码 集 . 

编码 集 算法 . 我 们 将 这 个 编码 集 问题 看 成 集合 覆盖 问题 : 即 用 最 少 的 半径 为 pn 的 球 去 
覆盖 瓦 , ,用 如 下 的 贪心 法 , 它 和 最 优 解 至 多 相差 n 人 入. 贪心 策略 是 : 在 每 一 步 , 选 择 一 个 覆 
盖 没 有 被 覆盖 赋值 最 多 的 球 . 

我 们 来 考虑 一 下 上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 ,对 每 一 步 ,选择 覆盖 未 覆盖 赋值 最 多 的 球 ,并 
更 新 已 覆盖 赋值 ,至 多 用 poly(n)，2” ,而 至 多 有 2" 步 循 环 , 因 此 有 如 下 的 命题 : 

命题 12. 14 设 n 宇 1,0<p<1/2,B(m) 二 Vnp(1 一 p). 那么 一 个 半径 至 多 为 px, 大 小 至 
多 为 妇 28(0z)22 0 的 编码 集 可 以 在 poly(z)。22 时 间 内 得 到 . 

显然 ,命题 12. 14 的 时 间 是 不 可 忍受 的 ,下 面 对 编 码 集 中 每 个 编码 的 长 度 做 出 一 些 限 
制 , 以 使 得 可 以 在 更 少 的 时 间 内 得 到 编码 集 . 

命题 12.15 设 d 宇 2,d 是 n 的 一 个 因子 ,n 宇 1,0 二 p 二 1/2. 则 存在 一 个 多 项 式 ou ,一 
个 半径 至 多 pn 和 大 小 至 多 为 qs (2)。24 02 的 编码 集 M 可 以 在 时 间 ga (n)。 (2 十 
22 “om) 内 得 到 . 

证 将 瓦 , 的 赋值 看 作 一 个 长 为 n 的 位 串 ,因为 d 是 的 一 个 因子 ,可 以 将 瓦 , 中 的 每 
个 赋值 都 分 成 4 段 ,每 段 长 度 为 n/d. 根据 命题 12. 14. 可 以 构造 厅 ,a 的 编码 集 M' ,并 使 得 
M 的 覆盖 半径 至 多 为 pn/d. 

令 M 为 M' 中 所 有 的 4 个 串 的 连接 组 成 的 新 串 的 集合 . 显然 ,M 的 覆盖 半径 不 会 超过 
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pn ;因为 对 于 每 一 个 a€ H, ,可 以 将 其 分 成 d 段 ,a ,as，,…,as, 每 一 段 长 为 n/d. 构造 M 的 
时 间 为 O(q(n)，2”w*),M 的 大 小 至 多 为 (nw?B(n)2% 0 一 12a84 02)204 40 
A-SAT 的 确定 的 局 部 搜索 算法 如 下 : 
输入 : 有 CNF 公式 下 ,共有 nn 个 变量 . 
输出 : 若 下 有 满足 赋值 ,返回 真 ;否则 返回 假 . 


1 令 o= 二 1 

2. 利用 命题 12. 15 , 令 d=6 ,产生 一 个 编码 集 M, 半 径 至 多 为 pn. 

3. 对 M 中 的 每 一 个 赋值 ,调用 SearchCF,a,pz). 当 至 少 有 一 个 子 程序 返回 真 时 返回 
真 , 所 有 子 程序 返回 假 时 返回 假 . 

下 面 对 该 算法 的 复杂 度 进行 分 析 . 首先 ,根据 命题 12. 15, 用 半径 为 pn 的 球 覆 盖 刀 , ,这 
个 覆盖 包含 Bln,p.d)=ga(n)* 24-%a 个 球 , 它 的 构造 的 复杂 度 Ti(n,p;d)=ga(n)* 
(2 十 20 04) ,其 中 gs (nr) 是 一 个 多 项 式 . 在 每 个 球 内 ,局 部 搜索 所 用 时 间 为 T (n,p) 二 
p(n)，。k”,p 也 是 多 项 式 . 所 以 ,该 算法 运行 的 总 时 间 复 杂 度 为 

Trayo:d) 十 BCzod)。T2Czpo) 
=ga(n) 。 (2 十 204pm) 十 ga(2)。20O。 力 (2)。Am 


地 局 洪 


1 
" (1thilone HHT+EA on Tt En ) 


一 poly(Cz)。2 


=poyy ve hi) 


=poly(n) ， Cr 

12.8 (示例 ) 用 模拟 退火 法 计算 f(x) 二 xz? 一 5z 十 29 的 极 小 值 . 算法 如 下 : 

1. 生成 一 个 初始 解 xo 二 0, 设 定 初始 温度 T, 二 100 000. 

2. 循环 执行 下 列 步骤 ,直到 T=<=0. 000 000 01. 

2.1 从 当前 解 z 出 发 ,随机 增 大 或 缩小 0. 25. 

2.2 若 新 解 是 改进 解 , 则 代替 当前 解 ;否则 新 解 的 退步 幅度 A 定义 为 新 解 与 旧 解 的 函 
数值 之 差 , 以 概率 e- 用 新 解 代替 当前 解 . 

2.3 更 新 温度 T=0. 9T. 

3. 输出 见 到 的 最 好 的 解 . 

在 实验 中 ,该 温度 以 几何 级 数 递减 ,用 200 多 步 就 可 以 收敛 至 最 优 解 . C ++ 代码 如 下 : 


# include< iostream> 

# include< math.h> 

# include< time.h> 

Using namespace std; 

double f (double x) { 
Tebmx* x-5* xt29; 

和 

int main() { 
double 和 0olds=07 
double T= 100000; 
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double besti— x; 
srand ( (nsigned) time OLD))7 
while(T>=0.00000001) { 
jnmt randcm= rand (); 
oldxt+ 0.5 * ((random %2)— 0.5); 
if(f(x)<f(0ldx)) { 
Oldx=— x; 
if (f(x)< f(bestx)) 
bestx=x; 
} else { 
double p=pow (2.718281828,— (f(x)- (oldzx))AD)7 
double randcmEvent= (rand() $10000) /10000.0; 
i£f(randonEvent<p) { 
Oldx=x; 
} 
} 
ET* 0.9; 
} 
oout<<bestx<< endl; 
} 


12.9 对 每 个 顶点 v, 其 余 一 1 个 顶点 与 v 是 否 有 边 相 连 是 独立 的 , 且 服 从 0-1 分 布 ， 
且 有 边 的 概率 为 1/2, 设 X; 为 第 i 个 顶点 与 v 相连 的 边 数 ,i 二 1,2,…,n 一 1. 
性 质 一 的 证 明 : 根据 切 诺 夫 界 ， 


nl 
n 
3 


x |> 5 ( 当 交 充分 大 时 ) 


J [ 100 


>5]<Pr[ 


nl nl 1 nl 
=Pr[| SX —E[2X]|> 505[2X]] 
各 六 记 总 
<2op(—min( 埃 6]E[2DX]) 
4 证 = 和 汀 = 
2exp{ 2500~ 3 } “0 


上 边 只 证 明了 对 于 固定 的 顶点 v, 满 足 性 质 一 . 
PrL VY v,v 满足 性 质 一 ] =1 一 Pr[ 3 v,v 不 满足 性 质 一 ] (并 的 界 ) 


>1 一 nxPr[o 不 满足 性 质 一 ] 一 > 1 
所 以 ,对 每 个 顶点 v,|N(vw)| 介 于 n/2 n/50 之 间 . 

性 质 二 的 证 明 : 对 每 对 顶点 和 vw,N(wu)UN(vw) 是 w 和 w 邻 域 的 并 ,由 于 在 Gln,p) 
模型 中 ,每 条 边 是 否 出 现 是 独立 的 . 所 以 对 第 三 个 点 w,w 是 否 属于 N(w) UN(v) 是 独立 
同 分 布 的 0-1 随机 变量 , 且 属 于 的 概率 为 3/4, 类 似 性 质 一 的 证 明 , 容 易 得 到 性 质 二 的 
证 明 . 

性 质 三 的 证 明 : 对 V\{usv,w} 中 的 任 一 顶点 ,是 否 属于 N(wu)UN(v)UN(w) 是 独立 
同 分 布 的 , 且 属 于 的 概率 为 7/8, 类 似 1 的 计算 ,可 得 证 . 
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下 面 根据 上 述 三 条 性 质 ,对 如 下 算法 进行 分 析 . 说 


算法 ”哈密 顿 回路 问题 在 G(n,1/2) 上 的 有 效 算法 . 

输入 : 在 Gl(n,1/2) 分 布下 产生 的 一 个 随机 图 G. 

输出 : G 中 的 一 条 哈密 顿 回 路 . 

1. 反复 利用 下 面 两 条 规则 构造 一 条 路 径 已 ,直到 P 不 能 再 延长 为 止 . 

1.1 阁 P 外 的 顶点 zx 与 P 的 端点 v 相 邻 , 则 用 边 (z,u) 把 工 加 入 已 , 即 令 P=xP. 


Tp x 
/ 


分 析 : 这 时 ,如 果 利用 1. 1 已 经 不 能 延长 该 路 径 , 则 说 明 对 P 外 的 顶点 x,x 不 与 P 的 
两 端 相 邻 ,按照 性 质 二 ,这 时 ,以 大 概率 ,路 径 上 至 少 已 经 有 3n/4 一 n/50 个 顶点 . 
LB 和: P=wP’'yzP’ 有 Hv 与 x 相 邻 ,y 与 P 外 的 顶点 x 相 邻 , 则 令 P=zyP'vzPp”. 


Pr 
v 一 一 一 一 2 
了 大 -一 -ax 
疙 


分 析 : 假设 已 经 没有 符合 1. 1 的 zx, 如 上 图 ,按照 性 质 一 ,至 少 有 z/2 一 z/50 个 顶点 与 
v 相 邻 ,这 些 点 不 能 在 已 有 路 径 外 ,也 就 是 说 ,以 大 概率 ,可 以 找到 如 图 的 <, 所 以 不 能 加 入 路 
径 上 的 点 也 不 能 与 y 相 邻 ,所 以 步骤 1. 2 结束 后 ,路 径 外 的 点 至 少 不 能 和 该 路 径 上 的 三 个 点 
相 邻 ,按照 性 质 三 ,路 径 上 至 少 有 7n/8 一 n/50 个 顶点 . 

2. 反复 利用 下 面 两 条 规则 构造 一 个 圈 C. 

2.1 车 P=wvP'ryP”"w 且 wv 与 y 相 邻 .w 与 x 相 邻 , 则 令 C=wzrP'vyP”"w. 


pr 
万 
2.2 若 P=vPzyP'o'u 且 v 与 y 相 邻 w 与 x 相 邻 , 则 令 C==w xzP'vyP”w“. 
本 涡 
所 
分 析 : 以 大 概率 ,v 和 ww 都 有 n/2 一 n/50 个 相 邻 顶点 在 该 路 径 中 ,如 上 图 ,假设 与 y 


相 邻 , 则 相应 的 y 有 nn/2 一 n/50 个 ,因为 z 可 能 就 是 v, 所 以 相应 的 zx 也 至 少 n/2 一 n/50 一 1 
个 ,而 按照 性 质 二 ,w 和 w 的 邻 域 至 少 有 3n/4 一 n/50 个 顶点 ,由 于 3n/4 一 n/50 之 n 一 (n/2 一 
n/50—1), ee C, 且 C 上 最 多 比 第 一 步 构造 的 路 径 少 一 个 顶点 , 即 至 少 有 
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3. 反复 利用 下 面 三 条 规则 把 其 余 顶 点 加 入 C, 每 次 加 入 一 个 或 两 个 顶点 ,直到 没有 剩 
余 顶 点 为 止 . 
3.1 车 C 外 的 顶点 z 与 C 上 连续 两 点 y 和 = 都 相 邻 , 则 令 C=CU {Cy,z),(z,z)) 一 


{Cy,2)}. 
(: = (> 


3.2 车 C 外 的 两 点 + 和 y 相 邻 有 分别 与 C 上 连续 两 点 和 w 相 邻 , 则 令 C=CU (Qu,x)， 
(TAY (yu)) 一 {(xyu))}。 


人 车 
一 
= 了 


3.3 车 C=abP’yzPa 且 C 外 的 顶点 x 与 a 和 yy 都 相 邻 .6 与 z 相 邻 , 则 令 C= 


azyP’bzP'a. 


分 析 : 首先 ,只 要 有 边 存 在 ,如 步骤 3. 2 中 的 xz 和 y, 则 证 明 至 少 能 用 步骤 3. 1 或 步骤 
3.2 中 的 一 种 方法 . 下 面 假设 两 个 方法 都 不 能 用 . 由 于 与 x 和 y 之 一 相 邻 的 点 至 少 有 
3n/4 一 n/50 个 ,而 这 些 点 在 C 上 至 少 有 3n/4 一 n/50 一 (n 一 (7n/8 一 n/50 一 1))==5n/8 一 2n/ 
50 一 1 之 n/2, 它 们 不 可 能 出 现在 一 个 至 多 为 个 顶点 的 圈 , 且 两 两 不 相 邻 . 假设 圈 外 的 顶点 
是 一 个 独立 集 , 且 不 能 用 3.1, 为 了 分 析 方便 ,我 们 利用 Gln,1/2) 的 独立 集 为 O(n) 量 级 这 一 
事实 .而 相应 的 与 zx 相 邻 的 顶点 至 少 有 7z/2 一 z/50 个 ,规定 圈 上 的 一 个 方向 , 则 这 些 的 顶点 
同 侧 的 顶点 也 有 n/2 一 n/50 个 (因为 这 些 与 x 相 邻 的 顶点 在 圈 上 互 不 相 邻 ) ,所 以 它们 必然 
存在 着 一 条 边 ,也 就 是 如 图 中 的 wx 边 

4. 输出 C 作为 哈密 顿 回路 . 

算法 复杂 性 分 析 : 由 于 我 们 可 以 用 一 个 标记 数组 ,所 以 对 于 一 个 顶点 ,其 是 否 在 已 有 的 
路 径 或 圈 中 可 以 在 常数 时 间 内 得 知 .所 以 ,在 第 1 步 中 ,每 加 入 一 个 顶点 ,可 以 在 O(n) 时间 
内 完成 ,顶点 数 至 多 为 n, 故 在 有 顶点 加 入 时 ,复杂 性 不 会 超过 OG ) ;而 判断 是 否 还 有 顶点 
可 以 加 入 ,显然 只 需 将 所 有 顶点 遍历 一 遍 , 对 于 每 一 个 顶点 ,也 可 在 O(n) 时 间 内 判断 是 否 可 
以 用 两 种 方法 加 入 路 径 . 第 2 步 只 涉及 O(1) 个 顶点 ,所 以 可 以 在 O(1) 时 间 内 完成 . 在 第 3 
步 中 ,如 果 是 利用 步骤 3. 1 或 步骤 3.2, 则 每 添加 一 个 顶点 ,最 多 将 图 中 顶点 遍历 一 遍 以 及 
访问 O() 条 边 , 故 这 一 部 分 时 间 复 杂 度 不 会 超过 O(n?) ;对 于 步骤 3. 3, 要 更 进一步 地 分 析 . 


设 在 
未 
在 圈 


Sa 


3n/4 


需要 
加 入 


其 中 
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圈 上 有 与 x 相 邻 的 按 顺 时 针 排 列 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 a 和 2 ,将 沿 顺 时 针 方向 排列 的 iy 
一 个 顶点 简称 为 后 边 的 顶点 , 设 a 后 边 为 u,b 后边 为 v, 假 设 此 时 xz 所 有 邻 域 中 的 顶点 都 章 


上 (否则 可 以 利用 步骤 3. 1 或 步骤 3.2 将 x 添 入 ), 则 设 工 的 邻 域 为 A 二 {a,b, 5， 
} , 设 这 些 顶点 后 边 的 顶点 集 为 B= 二 {u,v, ,ts，,…), 则 与 uv 之 一 相 邻 的 顶点 至 少 有 
一 n/50 个 ,而 B 中 的 顶点 至 省 有 nn/2 一 n/50 个 Wri B 
和 ww 或 v 相 邻 的 顶点 . 所 以 步骤 3. 3 的 添加 可 以 首先 找到 两 个 与 xz 相 邻 顶点 a 和 2 ,这 
0O(1) 的 时 间 , 然 后 遍历 一 遍 圈 , 表 定 有 和 或 v 相 邻 的 顶点 ,这 时 可 以 按 步 又 3.3 将 xz 
圈 , 而 这 遍历 需要 O(n) 的 时 间 , 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n). 

12.10 一 些 已 经 生成 的 算 例 可 在 以 下 网 址 找到 (包括 目前 的 求解 记录 ): 

http: //www. nlsde. buaa. edu. cn/~kexu/benchmarks/graph-benchmarks. htm. 
12.11 一 些 已 经 生成 的 算 例 可 在 以 下 网 址 找到 : 

http: //www. nlsde. buaa. edu. cn/~kexu/benchmarks/benchmarks. htm. 

12.12 由 定义 ,IT?=I,XXi=1,ZZi==I,HH'=I. 


I 了 I 
cNcN=| | x)-( -按照 本 变换 的 定义 ,以 上 量子 门 都 是 机变 


12.13 输入 : 10)10》…10)11)( 即 7 个 10),1 个 11)), 以 及 函数 f; {0,1}" 一 {0,1}. 
输出 : 判断 f 在 所 有 输入 取 相同 值 ,或 者 在 一 般 输入 上 取 0, 另 一 半 输 入 上 取 1. 
算法 步 又， 

1. 作用 哈达 玛 门 到 每 个 比特 ,得 到 


(| 0 十 | 1))"(| 0) 一 | 1) 三 


VT 
,为 二 进 制 数 . 
2. 用 了 作用 ,得 


er | af)) —| 1@ fF7))) 


a THY 过 才 
A De | z)(| 0) 一 | 1)) 


3. 对 每 一 比特 用 哈达 玛 门 作用 ,于 是 


1 
H|——( 0)—| D))= 1》 
( 志 | 


2 一 1 
入 到 Co 大 = 再 (| wa 一 < | y) ,其 中 |y) 二 |y,-1y,-2…yo) ,注意 


故 第 


V2" = 


= TT Da 
3 步 结束 后 的 运算 结果 为 


Wl 


2"—1 
(2 Da DY Dome (— 1 Iw)ID 
y=0 


2 


局 


站 法 设计 与 分 古 习 题解 签 与 学 习 指 时 (种 2 版 ) 


4. 测量 第 3 步 的 运算 结果 ,因为 测量 到 |0)?10?…|10?11》 的 概率 为 
1 ws 
2 
所 以 如 果 了 为 常 值 , 则 以 概率 1 得 到 |10》10)…|10)11) ,否则 车 f 一半 取 0, 一 半 取 1, 则 不 会 
测量 到 10》10》…10) 11). 
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